I. ALXEBRA

1.1 Concepto de matriz

Def.- Chamamos matriz de dimension nxm a un conxunto ordenado de nimeros reais, colocados en
n filas e m columnas:

a,, 4dyp ayp
_ |Gy ay 4y, ’ ) )
A= a;|= , a;; € 0 elemento da fila i e a columna j.
a, a, .. a,,
3 2 -5 7
Exemplo: A=(a,)=| -1 22 14 5|, a,=-5, ay=8, ..
11 1 8 34

““Se m = n dise que A ¢ unha matriz cadrada de orde n.

““ Igualdade de matrices: Sexan as matrices da mesma dimension A = (a;) e B = (b)

A= B & a;=by, VYVi=1l, ..une V¥V j=1, ... m

1.2 Tipos de matrices

““ Matriz fila ¢ aquela que ten s6 unha fila. Exemplo: A= (12 4 23 —5) .
32
-4

6
-13

““ Matriz columna ¢ aquela que ten s6 unha columna. Exemplo. A=

““ Matriz trasposta: Dada unha matriz A, chamamoslle matriz trasposta de A, e representamola por A'
(ou tamén 'A ou A*), 4 matriz que se obtén de cambiar as filas polas columnas.

3 2
3 7 -
E. : = on A' = .
xemplo: Se A (2 4 5) , enton A 71 451

““ Matriz simétrica: Unha matriz cadrada A = (a;;) € simétrica se coincide coa sua trasposta.
Se A = (a;) € simétrica, enton a;; = a;.

5 6 -3
Exemplo: Amatriz A= 6 -5 7| ¢ésimétrica.
-3 7 9

I.1.1 Alxebra


administrador
Sello


““ Matriz antisimétrica: Unha matriz cadrada A = (a;) dise que € antisimétrica se a;; = -a;; .

0 6 -3
Exemplo: Amatriz 4=|-6 0 7 | éantisimétrica.
3 -7 0

““ Matriz nula (0) ¢ aquela que ten todos os elementos igual a cero.

0 0 O 00 0
Exemplos: As matrices 0=|0 0 0|, 0= [ 0 0 O) son nulas.
0 0 O

““ Matriz diagonal ¢ unha matriz cadrada na que todos os elementos que non estan na diagonal
principal son ceros.

2 0 0
Exemplo: A matriz A=|0 9 0 | éunha matriz diagonal.
0 0 -1

““ Matriz escalar é unha matriz diagonal na que todos os elementos da diagonal principal son iguais.
300

Exemplo: Amatriz A=|0 3 0] ¢unha matriz diagonal.
0 0 3

““ Matriz unidade (ou identidade) ¢ unha matriz escalar na que todos os elementos da diagonal
principal iguais a 1.

1
Exemplos: I, = ( matriz unidade de orde 3.

0

— O O

1 0
0
lj matriz unidade de orde 2, ;=0 1
0 0

““ Matriz triangular ¢ unha matriz cadrada na que todos os elementos que estan por riba (por baixo)
da diagonal principal son iguais a 0.

279 2 00
Exemplos: A=|0 3 4| matriz triangular superior, B=|4 3 0| matriz triangular inferior.
0 0 5 21 5

““ Matriz escalonada ¢ unha matriz que cumpre as dias condicions seguintes:

1) Todas as filas de ceros, se as hai, estan na parte inferior da matriz.
1) O primeiro elemento non nulo (de esquerda a dereita) da cada fila esta situado mais &
dereita que o primeiro elemento non nulo da fila inmediata superior.
3 21
1 4
Exemplo: A=
0 0 5
0 0 0
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1.2 Operacions con matrices

1.2.1 Suma e diferenza de matrices

P A suma de diias matrices A = (aij) e B= (b. ) da mesma dimension, é outra matriz C = (Cy)

ij
da mesma dimension tq.

‘ Cij:aij+bij7 Ui, j ‘

2 5 -3 1 -4 3 31 0
Exemplo: + =
-7 4 5 6 5 9 -1 9 14

Propiedades:

1. Asociativa: (A+B)+C=A+ (B +C).

il. Conmutativa: A + B =B + A.

iii. Elemento neutro: A +0 =0+ A = A (o elemento neutro da suma ¢ a matriz nula).
v. Elemento oposto (ou simétrico): A + (-A) =-A + A = 0 (a matriz oposta de A ¢ -A).

P A diferenza de matrices definese como:‘ A-B=A+(—-B) ‘

2 5 -3 1 -4 3 2 5 - -1 4 -3 1 9 -6
Exemplo: - = + -

-7 4 5 6 5 9 -7 4 5 -6 -5 -9 -13 -1 -4
1.2.2 Produto dun numero real por unha matriz

P 0O produto dun mimero real k por unha matriz A = (al.j) de dimension nxm, ¢ outra matriz da

mesma dimension, que se obtén multiplicando todos os elementos de A por dito nimero:

kda,)= (k). 04j

2 5 3 10 25 -15
Exemplo: 5 =
-7 4 5 -35 20 25

Propiedades:

1. Distributiva respecto da suma de matrices: k.(A + B) =k.A + k.B.

il. Distributiva respecto da suma de numeros reais: (k +h).A=k. A +h.A.
iii. Elemento neutro: 1.A =A.1 =A.

v. “Asociativa mixta”: (kh).A = k(h.A).
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1.2.3 Produto de matrices

P O produto dunha matriz 4 = (al.j) de dimension #n X m pola matriz B = (by) de dimension

mx p, é outra matriz C = (cy) de dimension 7 X p , que se obtén de multiplicar os elementos de

cada fila da matriz 4 polos elementos de cada columna da matriz B:

c; =ab; +ayb,;+.ta,b,

6 2 1 -4 1571642]

4 3
Exemplo: - . .
rempre (5 _5 7] 40032 (71 3 11 334

3 -1 3 52

Propiedades:

1.

ii.

1il.

Asociativa: (A.B).C = A.(B.C).
Distributiva respecto da suma: A.(B+C)=A.B+ A.C.

Sexa A matriz cadrada de orde n: Elemento neutrol, , A .1, =1, .A=A.

iv. En xeral non se verifica a propiedade conmutativa: A.B ... B.A.
4 3)(6 2 33 11 6 2) (4 3 34 8
Exemplo: = , = .
5 - 31 15 5 3 1)\s5 -5 17 4
V. Matriz inversa: Dada unha matriz cadrada A de orde n dise que ¢ regular se existe unha
matriz B tq A.B ¢ igual a matriz unidade. A matriz B chdmase inversa de A e represéntase por
A7, AOA™ = A7 04 = I, (Non todas as matrices cadradas tefien inversa).
_l6e 8 1
1 2 3 9 9 9
. 14 7 2
Exemplo: A=|4 5 6| inversade A: 47' = 5 "9 9
780 121
9 9 9
_6 81
1 2 3 12 97 29 1 00
A" =14 5 6|0 — -—- = |= 1
9 9 9 0 0
7 8 0 1 2 1 0 0 1
9 9 9
Vi. Se A e B son diias matrices cadradas que posten inversa, enton a produto A [ B tamén ten

Vil.

inversa e, ademais: (A DB)_1 =B'47".

Se A e B son duas matrices coas dimensions adecuadas para que o produto tefia sentido, enton:

(40B)' = B' 4"
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1.3 Matriz asociada a un grafo

““ Unha das aplicacions mais importante das matrices ¢ o estudo das relacidons entre os distintos

elementos dun conxunto.

S
Consideremos o conxunto de numeros N :{2,3,4,5,6} ca Q 6

relacion R: “¢ multiplo de”. Podemos representar a relacion R 05
mediante un esquema que recibe o nome de grafo:

2 3
E posibel asociar unha matriz a este grafo do xeito seguinte:
Escribimos un 1 se o elemento situado & dereita dunha fila ¢ multiplo 2 3 4 56
do elemento que encabeza unha columna.No caso contrario escribimos 1 0 0 0 0\2
0.
. 0100 0}3
A={1 0 1 0 04
0 001 0}5
1 1 0 0 1)6
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2.1

2.2

Determinantes

Determinantes de segunda orde

. a;; a . ,
Def.- Dada a matriz cadrada de segunda orde 4 :( H 12} chamamos determinante de A ao numero
ay1 Ay
real:
d _|A|_a11 Q| _ G - a. O
et(a) = |4| = = 4y Ly T a4y L,
21 2

O determinante dunha matriz cadrada de segunda orde ¢ igual ao produto dos elementos da
diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria.

5 6 -6 4 12_0
3 2 7 3 6

Exemplos: =-50,

b

Determinantes de terceira orde. Regra de Sarrus

iy G4 A3

Def.- Dada a matriz cadrada de terceiraorde 4 =|a,, a,, a,;| chamamos determinante de A ao
d3; dzy  dsz

numero real:

ajp 4 4dg3
det(A):‘A‘:a21 N

sy dszp diz
= ay) Uy, Uiy +apy Wy Uy +ay; [dy) Ly, —ay) Wy Ly, —ay) Wy Wy —ay; Ly, [

Lembrar a expresion anterior € facil utilizando a regra de Sarrus:

Os termos positivos son os produtos dos
elementos da diagonal principal e os produtos dos
elementos das stas paralelas polo elemento que ocupa o

® @

® @ @ vértice oposto.
A\ Os termos negativos son os produtos dos
@ elementos da diagonal secundaria e os das suas paralelas
polo elemento que ocupa o vértice oposto.
I 1T 1 51 2 3 1 2
Exemplos: |l 2 1|=2, 2 1 3=-6, 2 4 1|=0
1 13 2 11 1 -3 1
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2.3 Determinantes de orde n

all a12 cee aln
. ay) Ay ... dyy .
Def.- Dada a matriz cadrada de orde n A4 = chamamos determinante de A ao
A, A,y . 4y,
numero real:
a,, 4 a,,
a a a
21 22 2n
det(A) = |4 =
a, 4, .. 4,

que resulta de facer a suma de todos os produtos de n factores dos cales cada un contén un sé elemento
de cada fila e un s6 elemento de cada columna, cada produto tera un signo positivo ou negativo segundo
que os indices das duas permutacions formadas cos subindices que indican as filas e as columnas dos
n factores, sexan da mesma clase ou de clase distinta.

Exemplos: -18,

[ Sy e —Y
—_— = N
—_ ) =
S NN W
O = =
S = W N
w O o O
DN DN W
N — WD =
DN W W N
W = = N

2.4 Propiedades dos determinantes

P1. O determinante dunha matriz ¢ igual ao determinante da sta trasposta: |A| = ‘At‘ .

ap adp app  dan

Exemplo: |A| = =apayy T a0y = A Ay Ay apy =

:‘Af

dy; Ax dpp axp
ajip 4 a3
|A| =lay1 Gy Gy = apaxnar tapayas) tapayay T a)1dpasy T dpdydys T apidyndy) =
az; dzp a4z
app dyr 4z
= a11ay053 tay1A3a13 + A31A15053 ~ 4110303 ~ Ay A1pd33 ~A31dnd13 = Ay Ay A3yl = ‘At‘

a3 43 dszg

a, .. btc .. aq, |a, b, a,| |a, ¢ a,,
lan e bt a4y, ay e by a4y ay, c, a,,

P2. 1) = W
anl bn + cn ann anl bn ann anl cn ann
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P3.

P4.

PS.

Pé6.

P7.

12+34 124 |134

Exemplo: |5 6+7 8/=—-108==72+(=36)=|5 6 8|+|5 7 8
91+2 3 913 923
a, a, a, a, dp a,,| (4 4a; a,
iy|by+te b tc, b+tcl|=|\b b .. bl+t|c, ¢, .. ¢
anl an2 ann anl an2 ann anl an2 ann
1+2 7+4 8+6 1 7 8§ 2 4 6
Exemplo: | 3 1 9 [=455=315+140=3 1 9+13 1 9
5 4 1 5 4 1l |5 4 1

Se multiplicamos todos os elementos dunha fila ou columna dunha matriz cadrada por un
namero real, o determinante queda multiplicado por ese nimero.

1 4x7 8 1 7 8
Exemplo: |-3 4x1 9|=484=4x121=-3 1 9
5 4x4 -1 5 4 -

Se permutamos duas filas ou dias columnas dunha matriz cadrada, o determinante cambia de
signo.

=-140

>~ = B
— O &

319 4 2
=140, 2 4 6/=-140, |1 3
5 4 1 4 5

— O O

2
Exemplo: |3
5

Se unha matriz cadrada ten unha fila ou unha columna con todos os elementos nulos, o seu
determinante vale cero.

1 5 4 510
Exemplo: 10 0 0[=0, |6 4 0/=0
3 406 1 30

Se unha matriz cadrada ten duas filas ou dfias columnas proporcionais ( en particular, iguais),
o determinante vale cero.

1 3 2 2 36
Exemplo: 2 6 4=0,F,=2F, ;12 6 6/=0,C;=3C,.
51 7 319

Se unha fila ou unha columna dunha matriz cadrada é combinacion lineal das restantes, o
determinante vale cero.
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2 3 4
Exemplo: 2+3x7 3+3x5 4+3x2/=0,F,=F,+3F,.

7 5 2
P8. Se sumamos unha fila (ou columna) dunha matriz cadrada a outra paralela, o determinante non
varia.
1 23 1 2 3 1 2+1 3
Exemplo: |4 5 6|=24=| 4 5 6 =4 5+4 6
7 8 1 7+4 8+5 1+6| |7 8+7 1
P9. Se sumamos unha fila (ou columna) multiplicada por un nimero a outra paralela, o
determinante non varia.
1 23 1 2 3 1 2-3x1 3
Exemplo: |4 5 6/=24=| 4 5 6 |=4 5-3x4 6.
7 8 1 T+2x4 8+2%x5 1+2x6 |7 8-3x7 1

pl0. |40Bl=|408

1 2 3 1 11 6 15 4
Exemplo: |4|=3 4 5=4, [B=|l 1 0/=3, |AB|=[12 27 §|=12

1 21 1 4 1 4 7 2
Como consecuencia desta propiedade temos que:
N N T

2.5 Calculo de determinantes polo método dos adxuntos

Def.- Menor complementario dun elemento a; dunha matriz cadrada de orde n € o determinante de
orde n-1 que resulta de suprimir a filai e a columna; .

Notacion: Menor complementario de a;;: .

Exemplo: 5 1 2
a2l 13 1 3 2 3 21 1 2
= , ay = |, a5, = , Oy = , Oy =
gy "2 "B
21 1
52 51 1 2 5 2 51
a5 = ’a: Ja Ja_ ) =
25 g B oo o3 2 o3 R

Def.- Adxunto dun elemento a; dunha matriz cadrada ¢ o menor complementario de a; co signo (-1)™

Notacion: Adxunto de a;;: A, = (— l)Hj (o,

)
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Exemplo: 51 2 3 5 3 - .
A=2 1 3|, A”:‘l 1 Alzz—‘z 1 A13:‘2 " AZIZ—‘I 1‘
2 11
5 2 51 I 2 5 2 51
A22 = ‘2 1’ 23 = _‘2 1’ A31 = ‘1 3’ A32 = _‘2 3’ A33 = ‘2 1‘

Def.- Matriz adxunta de A, Adx(A), ¢ a matriz que se obtén ao substituir cada elemento a; polo seu
adxunto 4;; .

51 2 -2 4 0
Exemplo: A=12 1 3|, Adx(A)=| 1 1 -3
2 11 1 -11 3

Teor.- O valor do determinante dunha matriz cadrada A ¢ igual 4 suma dos produtos dos elementos
dunha lina calquera (fila ou columna) de 4 polos seus adxuntos respectivos. E dicir,

n
|A|=a,A, +a,A,+.+a, A = ZaikAl.k; i=12,..,n
k=1

n
4 = a A, *ta,4,+..ta,4, = Za,gA,g; j=L2,..,n
k=1

51 31 3+22 B 10+4+0=-6
512 11 R o1l kol B
Exemplo: |21 3|==6=9 e
5 11 21 51 |51
2 -3 +1 =0-9+3=-6
21 1l o1

I_ Unha técnica moi 1til para calcular determinantes consiste en facer, utilizando as propiedades dos

determinantes, as transformacions necesarias para facer ceros todos os elementos dunha lifia (fila ou
columna), agas un, para despois desenvolver o determinante polos adxuntos desa lifia.

Exemplo:|-1 1 -1 1 -1 |-1 1 -1 1 -1
1 -1 4 -4 1 -1 4 -4
2 -1 1 2 =210 1 -1 4 —4
4 1 3 0 0 5 -13 16
1 3 2 2 1l/=l0 4 1 3 o0|=-1 =— =
1 -1 8 1 0 0 4 5
3 2 2 5 4/ 10 1 -1 8 1
5 -7 2 4 0 -2 -18 24
1 4 -61 5|10 5 -7 2 4

5 -13 16 5 -13 16 0 -58 76
=0 4 5/==20 4 5/==20 4 —‘
2 -18 24 -1 -9 12 -1 9 12
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3.1

Rango dunha matriz. Matriz inversa dunha matriz cadrada

Rango dunha matriz. Calculo

Def.- Chamamos rango dunha matriz ao nimero de filas ou columnas linealmente independentes (i.€,
que unha non se pode expresar como combinacion lineal das demais).
Notacion: Rango de A: r(A).
1 23
Exemplo: A matriz A=|-11 1| ten rango dous: as duas primeiras filas son linealmente
-179

independentes (F; #AF,, OAUOR) e a terceira ¢ combinacion lineal das duas primeiras

(Fy=2F +3F).

Teor.- Os vectores fila ou columna dunha matriz cadrada de orde » son independentes.
VAN

O determinante da matriz é distinto de cero.
N

A matriz ten rango n.
3.1.1 Calculo do rango dunha matriz mediante o método de Gauss

Def.- Dise que dlias matrices son equivalentes por filas (columnas) se unha pode obterse da outra
mediante un ntimero finito de operacions elementais entre as filas (columnas). Entendendo por
operacions elementais as seguintes:

1) Intercambiar duas filas.
i) Multiplicar unha fila por un numero.

iil) Sumarlle a unha fila outra multiplicada por un ntimero.

Notacion: A e B son matrices equivalentes: 4 ~ B.

Teor.- Se duas matrices son equivalentes tefien o mesmo rango: A ~ B = r(A4) = r(B).

(Este resultado deducese do feito de que as operacions elementais entre filas ou columnas
dunha matriz non modifican o rango da mesma).

““ Método de Gauss para o calculo do rango dunha matriz: Para toda matriz, 4, pode encontrarse unha
equivalente que sexa escalonada, como esta ten o mesmo rango que 4, para calcular o rango de 4 s6
temos que achar o da escalonada equivalente o que resulta moi sinxelo, pois: O rango dunha matriz

escalonada por filas (columnas) é igual ao numero de filas (columnas) non nulas da matriz.
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Exemplo: 2 -1 3 5) (-1 2 3 5) (-1 2 3 5) (-1 2 3 5
|4 2 4 -4 |2 4 4 -4 |0 810 6 0 2 11 16
-4 03 2 1| |3 -4 2 1| o 2 11 16| 8 10 6|
-4 4 10 12) (4 -4 10 12) Lo 4 22 32 4 22 32
12 3 5
0 2 11 16
~ =r(A4A)=3
0 0 —-34 -58
00 0 0

3.1.2 Calculo do rango dunha matriz mediante menores complementarios

Def.- Dada unha matriz de orde nxm, chamase menor complementario de orde p a calquera

determinante de orde p que pode formarse suprimindo n-p filas € m-p columnas.

Teor.- O rango dunha matriz € igual 4 maior orde dos menores complementarios con valor distinto de

cero que poden obterse na matriz.

““ Tendo en conta o resultado do teorema anterior para calcular a rango dunha matriz podemos seguir
o seguinte procedemento:
1) Se a matriz non ¢ nula, o seu rango serd maior ou igual que 1.
1) Para determinar se ten rango 2, buscase un menor de orde 2 que sexa distinto de cero.
Sendn existe ningiin o rango da matriz serd 1. Se existe algun o rango serd maior ou
igual que 2.
1i1) Para determinar se ten rango 3, orlamos de todos os xeitos posibeis o menor de segunda
orde distinto de cero. Se todos 0os menores obtidos son iguais a cero, o rango da matriz
¢ 2. Se, pola contra, algiin deles ¢ distinto de cero, a matriz ten rango maior ou igual que
3.
1v) Contintiase o proceso, tendo en conta que o rango sempre sera # Min(n, m).

Exemplo: 3 1 2
-6 -2 5|=0
o124 2 6 2 13
A=|-6 -2 5 1| 20=>r(4)22 - =r(A)=2
-2 5 1 2 4
6 2 13 17
-2 5 1(=0
2 13 17
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3.2 Matriz inversa dunha matriz cadrada. Existencia e calculo

““ Dada unha matriz regular A, A” inversade A }~] AA'=A'A=1 .

Teor.- Dada unha matriz cadrada A, existe A"’ J~] det(A) distinto de 0

Demostr.-

"~]"Se > A", det(A).det(A")=det(A.A") =det(l) =1, entén det(A) ... 0.

"}~"Se det(A) ... 0 existe a matriz| 4~ = 1 tl(A) Adx(A") que ¢ ainversa de A .
e

““ O teorema anterior proporciona un método para estudar a existencia da matriz inversa e para o seu
calculo cando existe. Para iso procedemos do seguinte xeito:
< Calcular det(A).

< Calcular a matriz trasposta de A.
< Matriz adxunta da trasposta.
< Dividir por det(A).
0 1 2
Exemplo: Para achar a inversa da matriz 4=| -2 1 -1|:
1 0 1
0 1 2
< Calculamos o determinante: |A| =-2 1 -1=-1,como ¢ distinto de cero estd asegurada a
1 0 1
existencia da matriz inversa.
0 2 1
< A matriz trasposta é: 4°={1 1 0
2 -1 1
I -1 -3
1. A matriz adxunta de A' é: Adx(4")=|1 -2 -4
-1 1 2
-1 1 3
2. Dividimos por |A| = -1, e temos calculada a matriz inversa de A: Adx(A")=|-1 2 4
1 -1 -2
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3.2.2 Calculo da inversa dunha matriz mediante o método de Gauss-jordan

Fara aplicar este mélodo procedemos dasla xaifo;

— Panimos dunha matriz farmada per A 2 unha matniz identidade da
mesma orde gque A. Esla matriz denominase matriz ampliada e
simbolizase por (A1)

g1 Fz e B 1 I gra = (65
; & Ao, o 1 0
Vd8py dgn .0 Bas |:|‘ il 1

— Aplicamas as transformaciéns elementais adecuadas para chegar _
aurha matriz (I 8):

O aphear & m#oso de Gauss-dor

; y dan para caleulas a invessa dunia

IAkTOEES2F A0H I ReyiarR el TR Y malriz A, pocke sussder que, & e

1L OIS IR E e SRk tar algunha das lranahamaciang

i B) = alemenigls, & cbbafien unha ou

anm | wma owna o omes maks lilas nulas na makiz ampata
JiRtarman un el sios e (4172

Meste aasn, a malriz A noa tan

Amatriz B resulta ser A1, i, & Jici; & singuiar,

Wexamos a aplicacidn desta mélado par medio dun exemplo.

Exempla
20 8y — Facemos que o resto dos H|EI-‘;.E;|:-I:I_E."::TE-_EEIQIJI'|I:|E

Obldn & malriz inversa ds A = | -1 4 4 |, columng, 2 & Sap, SExan O
T =i i, ;
f1 (00 4|0 LR
— Esoribimes & matriz amplizda [(A] /) Fi = F = g :13 ?
B=~f-2f | o [ 2o = =
P R T b a 3
L 1 4 4 o 1 ':IJ II.|:| _:.a:l_ 3| E EI
IS R L = d 3

— Facemos que o elemaents &), saxa 1;

| | 1 4
1 a | - =
fICTIL (iR 2 | B AN g . e
Fiev Py = | L |
1T 4 4| 0 1 {I) 3. F 2 o1 o 0 l 1_
w2 0 B 1 0 0, * a 3
O 0 [-1:} Ll i_.'
— Facemos que os demais slementcs da primeira b 2 A a3

columng, &.q 8 ,&exan 2
; 2 8 & — Facemos que O neEslo dos elementos da terosira

f1 -1 210 0 1y COlMNG, Ay & &g, Sexan 0,
Fy—s 5 = 8, ; e
< i (LA it 10 Y R Asi obtemas finalmeme a matriz (B, na que
F—Fy-2F | Bir
T e R e R R
Alg Qe =11 —4)
— Facemaa que o slemento . sexa 1; . 4 =
: F— By = afy TEotey | Gl s
W i R [ Fot F2 - 2F; = T
; = S0
IL-: =" — 1 1 buli ul 4
UGl [gs (Gyis 0 = = oo 1 |-2 & 2
d‘ ST
hdneezn 2o poe=2 i
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Sistemas de ecuacions lineais

4.1 Notacion ordinaria

Def.- Unha ecuacion lineal con n incognitas ¢ unha ecuacion da forma
ax, tax,t.tax, =b
onde a,, a,, ..., a, son nimeros reais € 0s termos variabeis x,, x,, ..., x, son todos de 1° grao.

P a, a, ..., a, son os coeficientes das incégnitas x, x,, ..., x
P b ¢ o termo independente da ecuacion.

n .

“ Un sistema de m ecuacions lineais con n incognitas ten a seguinte expresion
a,x, ta,x,t..ta, x, = b

a, X, tay,x,t..+a, x, = b,

b

m

a,x ta, x,t.ta, x

Def.- Unha solucion dun sistema de m ecuacidons con n incognitas ¢ un conxunto ordenado de n

nimeros reais{s1 o 5 ooy sn} tales que ao substituir as incognitas (x,, x,, ..., x, ) por eles

verifican as m ecuacions:

a; 8; tapps,t..ta,s, = b
ay18] T AyySy+..%a,,s, = b,
amlsl ta 2S2+ +amnsn = bm

3x;+x, —4x;—x, =8
Exemplo: x; =2,x, =1,x3 =0, x, =—1 éunhasolucion do sistema: {x, +4x, +x; +3x, =3 ,xaque
2x;+x, —x3+3x, =2
3x2+1%x1-4%x0-1x(-1)=8
se verifica: {1X2+4x1+1x0+3x(-1)=3
2X2+1x1-1%x0+3x(-1)=2

“ Sistema homoxéneo: ¢ un sistema no que os termos independentes son todos cero, ¢ dicir,
ayx; tapx,t.ta,x, =0
ayx; ta,x,+. . +a,,x, =0

A, X ta,x,+. . +a,, x, =0
Os sistemas homoxéneos constitien un caso especial, xa que sempre admiten polo menos unha

solucion: a solucion trivial x, = 0,x, =0,...,x, = 0.
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4.2 Notacion matricial

““ Un sistema pddese expresar como un produto de matrices:

ay X tapx,tota,x, = b

ay X tagnxytotay,x, = b ZY

a,, dp a,, X
_ |9 Ay e Gy, ) . _| ™ . .
onde 4 = matriz dos coeficientes, X = matriz das incognitas
aml am2 amn xn
b
b,
B= matriz dos termos independentes.
b,
1
. , : 52 o :
— Unbha solucién sera unha matriz S = tal que ao substituir X por ela verifica: ALS = B
Sn
|
CYRKCERRTY b,

|
Ay Ayy .. Gy by

. . * . .
— Tamén ¢é til amatriz 4 = que chamaremos matriz ampliada.

A Ay ooe Ay ' b
31-4-0 |1 (3
3x;+xy —4x;—x, =8 141 3 2 3
Exemplo: O sistema< x; +4x, +x; +3x, =3 pode expresarse: (2 1 -1 3 3 2
2x; +x, —x3+3x, =2 0 xf 0
A X B
2
) 31 -1 -1 i 8 1
A matrizampliadaé: 4 =|1 4 1 3 i3 . Unha solucion € a matriz: 0 , Xa que se verifica a
2 1 -1 312
-1
31-1-1 8
igualdade: {14 1 3 =3
21-13 2
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4.3 Clasificacion dos sistemas

““ Atendendo ao numero de solucidons dun sistema denominase:

P Sistema compatibel (S.C.): ¢ un sistema que ten algunha solucion.
3x+2y=7

Exemplo: Para o sistema { unha solucion é: x =1, y =2
xX-y=-

P Sistema incompatibel (S.1.): ¢ un sistema que non ten ningunha solucion.
x+y=4

Exemplo: O sistema { N 4 s non ten, evidentemente, ningunha solucion.
xXrTy=

P Sistema compatibel determinado (S.C.D.): € un sistema que ten unha tnica solucion.
3x+2y=7

Exemplo: O sistema { | ten como Unica solucion é: x =1, y =2
X—y=-

P Sistema compatibel indeterminado (S.C.1.): ¢ un sistema que ten infinitas solucions.
2x+y =5

ten infinitas solucions: x|y
4x+2y =10

Exemplo: O Sistema{

4.4 Sistemas equivalentes

““ Dous sistemas son equivalentes cando tefien as mesmas solucions.

4.4.1 Propiedades de equivalencia de sistemas

< Se multiplicamos (dividimos) os dous membros dunha ecuacidon por un mesmo niimero real
distinto de cero, obtemos un sistema equivalente ao primeiro.
< Se a unha ecuacion lle sumamos (restamos) outra (ou unha combinacion lineal das restantes),
o sistema resultante ¢ equivalente.
< Se unha ecuacion ¢ combinacion lineal das restantes, podemos suprimila e o sistema resultante
¢ equivalente. (En particular, se dias ecuacions son iguais podemos suprimir unha).
Exemplo: 2x+4y -5z =1 2x+4y -5z =1 2x+4y -5z =1
6x—8y+10z=8 p <3x—-4y+5z=4 3x—-4y+5z=4
- Fy - (F +2F) Fy+ F)
8x—4y+5z=9 8x—4y+5z=9 0+0+0=0
2x+4y—=5z=1 <= [2x+4y-5z=1
5x =5 % x=1
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Discusion e resolucion de sistemas

Teorema de Rouché-Frobenius

Teor.-(de Rouché-Frobenius)

A condicion necesaria e suficiente para que un sistema de m ecuacions lineais con 7 incognitas
sexa compatibel (> solucidn) € que o rango da matriz dos coeficientes, 4, sexa igual ao rango da matriz
ampliada cos termos independentes, 4*, isto é:

Sistema compatibel }~| rango(A) =rango(A4’)
Demostr.-

"~[" ("Necesidade")
ay X tapx,tota,x, = b

ay Xy tanx,+.tay,x, = b

Se un sistema ¢ compatibel ten como minimo unha solucion,

I
S

A1 X +am2x2 +"'+amnxn m

entdn existen n numeros reais {s,, s,, ..., 5, } tales que ao substituir as incognitas (x,, x,, ..., x, ) por eles

ays) tapsytotays, = b
. e @y tapsytotay,s, = b
verifican as m ecuacions, € dicir
ApyS) +a,nS,+..+a,,s, = b,
ay, a; ... a, a;s taps,t.tays,

Ay QAyy ... A a,81 Y ars,+..ta,, s
o : : 21 A 2 A2181 Y s, 2
substituindo b,, b,, ..., b, na matriz ampliada: A* = ! e

Al A2 - D 1Sy +am252+"'+amnsn

Na matriz A* aultima columna ¢ combinacion lineal das restantes, polo tanto o seu rango ¢ igual

Gy G e 4y,
. ayy Gy o Oy, , %
o da matriz 4 = , entén rango(A) = rango(A*) c.q.d.
aml amZ amn

" =" ("Suficiencia”)

Supofiamos que rango(4) = rango(A*) = r, entdbn en A hai r columnas linealmente
independentes, que tamén son columnas de 4 *. O resto de columnas de 4 * e, en particular, a dos termos
independentes son combinacion lineal destas » columnas. Polo tanto, a matriz columna de termos
independentes ¢ combinacion lineal das n columnas de 4 e o sistema ¢ compatibel. ad

“ Do teorema de Rouché-Frobenius deducimos un método para a discusion dos sistemas lineais:

rango( A) = rango( A*) |rango(A)=n = S. C. D.
0

S. C. rango(A)<n < S.C.L

rango( A) <rango(A*) < S.L

I.5.1 Alxebra



Sistemas homoxéneos:

aj Xy tapx,tota,x, =0
: . ayxy taynx,t.tay,x, = L
Para os sistemas homoxéneos rango(A) sempre ¢ igual ao
X T a,nx,+. Fa,,,x, =0
* . ., .y , o o
rango(A ), e sempre existe unha solucion: x, =x, = ... = x, = 0 esta solucion chdmase trivial ou

impropia.
A condicidn necesaria para que un sistema homoxéneo tefia solucions (infinitas) distintas da
trivial ¢ que: rango(A) < n (n° de incognitas).

5.2 Método da matriz inversa

““Sexa A amatriz dun sistema de n ecuacions con n incognitas, se |4|#0 (ten inversa), entén o

sistema ¢ un S. C. D. e pode resolverse calculando a matriz inversa de A:

AOX=B = A'MO¥=A4"B = X=A"IB

x+3y-z =2 1 3 -1 2 1 3 -1
Exemplo: Paraosistema ¢ x+2y+z =5, temos A4=| 1 2 1 ,B=[5 , A=|1 2 1|=-13
2x+y+z =1 211 1 211
4 5 1 4 5
31313 X | 313 13 (2) 1
A7 = 312 , entén a solucidn serd: | y | = 312 5}: 1
13 13 13 13 13 13
5 7 1 z 5 7 1 |\ \2
131313 31313

““ Este método podese aplicar para todos os sistemas de m ecuacidons e n incognitas que sexan
compatibeis. No caso de ser un S.C.D. e haber mais ecuacions que incognitas eliminanos as ecuacions
que sobren (por ser combinacion lineal das outras). Se o sistema ¢ S.C.I. (con rango(A)=k), despois de
eliminar as ecuacions non necesarias, transformamos o sistema nun equivalente de k ecuaciéns e k

incognitas de maneira que a matriz deste sistema tefia rango 4 (as n-k incognitas restantes considéranse
como parametros):

x+y+z=1 111 1111
Exemplo: {2x+y+2z=2, A=2 12|, A*=|21 2 2|, rango(A)=rango(A*)<3 Y S.C.L
3x+2y+3z=3 323 3233
x+y+z=1
x+y=l-z 11 o (11 -z
2x+y+2z=2 o© , A= , A= , B=
2x+y=2-2z 21 2 -1 2-2z
3x+2y+3z=3

w2401
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5.3 Regra de Cramer

““ A regra de Cramer proporciona un método para a resolucion de sistemas de n ecuacidns e n
incognitas e tales que |A| # 0 , isto é, para resolver S.C.D..

ap X tapx,tota,x, = b ayy ayp ... 4y,

Ay X Yapx,t..ta, x, = b2 Ay Ay ... 4y,

Sexa o sistema e sexa |4 =

a,x, ta,x,*.*a,,x, = b, a, d,, ... a

Se 4|20 = 04", entén AIX=B = A" UMX=A4"B =>X=4"'[B
All AZI 4

nl
X, |A| |A| |A| Ay Ay Ay b,
X Ay An  Ap | g 4, 4 b
- -1 _ _ 12 42 n2 )
como X = , A = |A| |A| |A| =— , B=
) Al .
xn Aln A2n Ann Alf’l A2n Al’m bn
[ 14 4
= b, +bydy +..+b, 4,
X, Ay Ay e Ay b, : |A|
temos que | 2 _ 1A Ay A LD , enton {x, _bdy ¥ by Ayt 4b, 4,
|4]| ... - |4
xn Al ; A2 . A,m bn .......................................
x = blAln +b2A2n +"'+bnAnn
: 4
de onde deducimos as formulas da regra de Cramer:
b a, .. a, a, b ..a, a, a, ...b
b, a, ...a,, a, b, ...a,, a, 4, ... b,
- b a,..a, - a, b ..a, .- a, a, ..b
: . 4 %
x+ty+z=2 11 1
Exemplo: Para resolver o sistema: {x+2y—3z =8, amatrizdo sistemaé¢ 4=|1 2 -3
x—y+tz=-2 1 -11
111
|A|:1 2 -3(=-8#0 = EunS.C.D. e polo tanto podemos aplicar a regra de Cramer:
1-11
2 1 1 12 1 11 2
8 2 -3 1 8 -3 12 8
-2 -11 1-21 1 -1-2
x=———=1, y:—:2’ z=41=-1.
-8 -8 -8
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5.4

Método de Gauss

““ O método de Gauss para resolver un sistema de m ecuacions con n incdgnitas consiste en, facendo
transformacions que fagan o sistema resultante equivalente, triangular o sistema, ¢ dicir, conseguir que
a primeira ecuacion tefia n incognitas, a segunda n-/, a terceira n-2, e asi ata chegar a tltima. Se no
proceso anterior algunha ecuacion queda da forma 0 =0 suprimimola.

Feito o anterior, resolvemos o sistema (se ¢ compatibel) moi sinxelamente: primeiro a altima
ecuacion, de seguido a penultima, e asi ata a primeira.

Discusion
Despois de facer as transformacidns oportunas para triangular o sistema e eliminar as ecuacions
da forma 0=0 , quedaran k ecuacidns e n incognitas. Observando este sistema podemos
decidir sobre a compatibilidade e o nimero de solucions:

< Se aparece algunha ecuacion da forma 0 = b, con b ... 0, non existe solucion: S.1..
Exemplo.‘x+2y+32:6 x + 2y + 3z = 6
3x+ y —z =4 0 + -5y —-10z = =22
2x+4y +62=5 |0+ 0 + 0 = -7
4x + 7y + z = 1 4x + 7y + z = 1
< Se ao final queda igual numero de ecuacions que de incognitas, k = n, o sistema te solucion
unica: S.C.D..
Exemplo: (x + 2y +3z = 6 x+ 2y +3z = 6
x+ 2y + 3z = 6
3x+ y -z =4 0- 5y —-10z = =22
- <—>0+5y+102=22<—>
2x + 4y + 6z = 12 0+ 0 + 0 =0
0-10y - 11z = =23
4x =2y + z = 1 0-10y — 11z = =23
_ 7
x=—-—
x+2y+ 3z =6 145
- 0+5y+102:22<—> yz—E
0+ 0 + 9z =21 7
z=—
3
< Se queda menor numero de ecuacions que de incdgnitas, kK <n, o sistema ten infinitas

solucions: S.C.1..

Exemplo: ( x +2y + 3z = 6 x+2y+ 3z = 6
3x +2y - 3z = -6 0-4y - 12z = 24 x+2y+3z=6 x=3z-6
2x +4y+ 62 =12 0+ 0+ 0 =0 |0+ y +32=6 |y=-32+6

4x -8y -12z=-24 [0+ 0 + 0 = 0

< Se queda maior numero de ecuacions que de incognitas, k >n, entdon hai ecuacidons
equivalentes e temos considerar unha soa de entre elas, eliminando as demais. Unha vez feito
isto teremos algun dos tres casos anteriores.

Exemplo: (x + y + z = 6 x+ y +z =6 x+ y + z =6
xX —y -z =-2 0-2y —-2z= -8 0-2y -2z =-8
~x+ y -22=-4 |0+2y —z=2 |0+ 0 -3z =-6
Tx — Ty + 14z = 28 0-14y + 7z = -14 0 + 21z = 42

x+y+z =6 x=2
o0+ y+ z =4613y=2
0+0+3z=6 z=2
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5.5 Método de Gauss-Jordan

““ Este método ¢ unha variante do método de Gauss e consiste ¢ "diagonalizar" o sistema.

apx; tapx,+..ta,x, = b x;+0+..+0 = b

Ay X + Ay Xyt ta,, x, = b, 0+x,+..+0 = b,
«>

a,a1x1 +am2x2+...+amnxn = bm O+0+...+xn = bn

Cando tefiamos "diagonalizado" o sistema tamén o teremos resolto.

6 x+ y +z=
-1 o O_2y+Z:_l<—>

6 x+ y + z
56 0_2y+Z

Exemplo: |X * y + z
xX -y +2z

x+3y-z =4 0+2y —-2z=-2 0+ 0 +z=3
x+ y +0=3 x+y+0=3 x+0+0=1
«30-2y+0=46<:0+y+0=20+ypy+0=2
0+ 0 +z=3 0+0+2z=3 0+0+z=3

5.6 Discusion de sistemas de ecuacions con parametros

““ A miudo os coeficientes dun sistema de ecuacions lineais preséntanse dependendo dun parametro
(ou varios). Tratase, enton, de achar os valores numéricos do parametro (parametros) que fan que o
sistema tefia solucion unica, infinitas solucidéns ou ningunha solucion.

Para isto estidase o rango da matriz dos coeficientes e o rango da matriz ampliada, aplicase o
teorema de Rouché-Frobenius para discutir a soluciéon en cada un dos casos posibeis que se
corresponden aos distintos valores do parametro (parametros).

ax+y+z=1
Exemplo: Discutir segundo os valores do pardmetro a o sistema: <x+ay+z =a

x+y+az=a2

all alll all
a:
A=|la 1|, A*=|1lalal|, A=|1 a l|=d’-3a+2, a3—3a+2:0:{ 5
a=-—

11a 11 aa’ 11a

< Paraa..lea .. -2, rango(A) = 3 = rango(A*) = n° de incégnitas ~ ] S. C.D..
< Para a = 1, rango(A) = 1 = rango(A*) < n° de incoégnitas ~ | S. C. 1.

< Para a = -2, rango(A) =2 .. 3 =rango(A*) ~|] S. 1.
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