1.1

1.2

FUNCIONS REAIS DE VARIABEL REAL

Definicion de funcion

M Unha funcion do conxunto A no conxunto B ¢ unha correspondenciade A 4, £
en B tal que a cada elemento de A correspondelle un tunico elemento de B.

AT~ B [~ B -
x - f(x) x - f(x) _

A x chamaselle varidbel independente.
A f(x) (ou y) variabel dependente.

B Dominio (ou campo de existencia) dunha funcion de A en B € o conxunto de elementos de A que
tefien imaxe.
Notacion: Dom(f) ou D(f)

Para a funcién do debuxo: Dom(f") = {1, 2,3, 4}

W Percorrido (ou imaxe) dunha funcion de A en B € o conxunto de elementos de B que son imaxe
dalgun elemento de A.
Notacion: Im(f) ou I(f)

Para a funcién do debuxo: Im( ') = {2, 5, 7}

B As funcions poden ser representadas de distintas maneiras: literalmente, mediante unha taboa,
mediante unha grafica e tamén analiticamente, ¢ dicir, mediante unha formula que permite calcular as
imaxes cofiecidos os valores do dominio e viceversa.

Exemplos:
NOO-N Dom(f)=N, Im(f) = Numeros naturais pares
xUO f(x)=2x
Zz00-7 Dom(f)~ Z (e =2
om(f) =Z, m(f) =
x00. /()3 x|

Funcions reais de variabel real

1.2.1 Definicion e clasificacion

W Chamase funcion real de variabel real a toda funcion que asocia a cada elemento dun determinado

AOROMLR
subconxunto de nimeros reais outro nimero real:
x U f(x)
Exemplos: f(x)=x* Dom(f)=R Im(f) = [0, o)
) =+x Dom(f) = [0, o) Im(f) = [0, o)

B As funcidns reais de variabel real podense clasificar como:
Funcions alxébricas: que son aquelas nas que a varidbel x aparece sumando, restando,
multiplicando, dividindo, na base dunha potencia ou no radicando dunha raiz.
Funcions transcendentes: son as non alxébricas.
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CLASIFICACION DAS FUNCIONS

Polindmicas

Funcions

1.2.2 Grificas ' \Or denadas

M A grafica dunha funcion f'(x) ¢é a representacion sobre eixos

de coordenadas de todos os pares da forma (x, f (x)) , sendo x fx)| (_x_,;f(x))

un elemento do dominio de f'(x). Abscisas

Representamos no eixe de abscisas (eixe OX) os valores de
x e no eixe de ordenadas (eixe OY ou (X)) os valores de f(x).

W Os puntos de corte cos eixes de coordenadas determinanse (se existen):
Corte co eixe OY: (0, £(0))

Corte co eixe OX: Son os puntos da forma ()C1 , ), (x2 , 0), (x3 , 0), oy sendo X, Xy, Xy, ...

as solucions da ecuacion f(x) =0

fx) =X -4X +x+6

Exemplo: Paraa funcién f(x)=x> —4x* +x+6 = (x +1)(x —2)(x = 3)
Corte con OY: (0, f(())) = (0, 6)
Corte con OX: (—1, 0), (2, O), (3, 0)

As soluciéns da ecuacion f(x) =0 son-1,2e3.
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1.3 Caracteristicas das funcions

1.3.1 Simetrias

B Unha funcién dise que € par (ou simétrica
respecto do eixe de ordenadas OY) cando

verifica:
f(=x)=f(x) ., UxUODom(f)
Exemplo: f(x) =x2-4
S(x)= x2 -4 \ : /

1.3.2 Periodicidade

W Unha funcion dise que € impar (ou simétrica
respecto da orixe de coordenadas O) cando
verifica:

JEx)==/(x) . xUODom(f)

f(X) =x3—4x

Exemplo:
f(x)=x—4x
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B Unha funcion dise que ¢ periddica, con periodo p, cando os seus valores repitense de p en p:

S+ p)=f(x)

, UxUDom(f)

Exemplos.‘ f(x) = sen(x) (p=2m); f(x) =cos(x) (p=2m); f(x)=x-E(x) (p=1)

foo =nx f(x) = cosx foo =x—-EX
s 1t A ~ 2 \ A
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1.3.3 Extremos absolutos e relativos

B O maximo absoluto dunha funcion nun intervalo [a, b] é o maior

valor que alcanza nese intervalo.

M O minimo absoluto dunha funcién nun intervalo [a, b] é 0 —L

menor valor que alcanza nese intervalo.

W Dise que a funcion ten un mdximo relativo no punto X = a, se

Ma n‘n‘ M r

existe un £€>0 (e tan pequeno como sexa necesario) tal que

f(a)>f(x), DxO(a~¢€, a+e)

M Dise que a funcion ten un minimo relativo no punto X =a , se existe un £€>0 tal que

fl@)< f(x), IxO(a-¢ a+g).
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1.3.4 Crecemento e decrecemento

M Unha funcion f(x) ¢ estritamente crecente nun punto a L1R , se existe un /
>0, tal que Llx D(a -& at 6’) verificase que: Est. crec.

x<a= f)<f@) -

x>a= f(x)>f(a) —+ X

a

M Unha funcién f(x) é crecente nun punto allRa , se existe un £>0, tal que

x<a= f(x)< f(a)
x2a= f(x)< f(a)

Cx D(a -& a+t 8) verificase que:

Y
M Unha funcién f(x) ¢ estritamente decrecente nun punto a [ 1R | se existe \\
un £>0, tal que Llx D(a —-& a+t 5) verificase que: \
x<a= f(X) > f(a) f(a) > Est. decre
x>a= f(x)<f(a) ’”x

M Unha funciéon f(x) é decrecente nun punto allR, se existe un £>0, tal que

x<a= f(x)= f(a)
x2a= f(x)< f(a)

Lx D(a -& a+t 6’) verificase que:

B Unha funcion f(x) é crecente (estrit. crecente) nun intervalo (a, b)

se & crecente (estrit. crecente) en todos os puntos do intervalo. (E\;De
kY
B Unha funcion f(x) € decrecente (estrit. decrecente) nun intervalo (a, b) %
se ¢ decrecente (estrit. decrecente) en todos os puntos do intervalo. §
| *
; | | X
1.3.5 Asintotas a b C

1.3.5.1 Asintotas horizontais

B Se a medida que o x toma valores cada vez maiores (dise que x tende a © ) ou cada vez menores
(dise que x tende a —00), os valores dunha funcién f(x) vanse aproximando cada vez mais a un

numero b, diremos que a recta y = b ¢é unha asintota horizontal da funcion f(x).

3x+1 f(x) = 1+&*

f(x) =

5

4

3 L
2
3 — 4

-10 -8 -6 -4 -2 2

y

.
l—_‘_..»fzco.bmcn\l

-10 -5
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1.3.5.2 Asintotas oblicuas

¥ -2x2+6
. . 0=
B Se a medida que o x toma valores cada vez maiores ou cada vez 5
menores, os valores dunha funciéon f'(x) vanse aproximando cada 4\
vez mais a valores dadiorrhé cona # 0, diremos que a secaax + b /‘é ‘\\ o
[\ 2K
¢ unha asintota oblicua da funcion f(x). I
-10 -5 5 10

1.3.5.3 Asintotas verticais

W Se amedida que o x toma valores cada vez mais proximos a un nimero a (se son maiores que a dise
que x tende a a pola dereita e se son menores que a dise que x tende a a pola esquerda), os valores

dunha funcién f'(x) van crecendo ou decrecendo cada vez mais (dise que f/(x) tende a © ou a
—00), diremos que a recta X = a ¢é unha asintota vertical da funcion f(x).

f(x) = In(x—1) f00 = =2 f(x) = tan x

x=1

-10

1.4 Funcions definidas por intervalos

B Algunhas funcidns estan definidas por distintas formulas (ou criterios) ao variar o intervalo no que
esta definida a varidbel x. Estas funcions chamanse definidas por intervalos ou de criterio multiple.

Exemplos: *
-x se x<0 ) /
1. f(x)= x? se 0<x<2 1
x se x>2
e : ) f = I
. -x se x<0 ¥
2. Funcion valor absoluto:  f(x) = |x| = !
x se x=0
fx) = E(X) -2 1 1 2
3. Funcion parte enteira: R —

1.1.5 Analise



1.5 Operacions con funcions
1.5.1 Suma e resta de funcions

M Se fe g so duas funcions, definese a funcion suma f + g como a funcion que asigna a cada nimero

real x a suma das imaxes da funcion f e da funcion g:

(f +g)(x)=f(x)+g(x)

Analogamente, definimos a funcién resta f — g como a funcion que asigna a cada nimero real x a

diferenza das imaxes da funcién f e da funcién g:

(f - g)(x) = f(x)-g(x)

A funcion suma (resta) esta definida cando x pertence ao dominio de f'e de g simultaneamente:

‘ Dom(f £ g)=Dom( )\ Dom(g) ‘

1.5.2 Multiplicacion e division de funcions

M Definese a funcién produto  f [g como a funcion que asigna a cada nimero real x o produto das
imaxes da funcion f e da funcion g:

(f&)x) = f(x)Cg(x)

A funcion produto (resta) esta definida cando x pertence ao dominio de f'e de g simultaneamente:

‘ Dom( f [g)= Dom(f)Dom(g) ‘

W Definese a funcion cociente — como a funcién que asigna a cada numero real x o cociente das
g
imaxes da funcion f e da funcion g:
X
(1)@) _f)
g g(x)

A funcion cociente esta definida cando x pertence ao dominio de f'e de g simultaneamente, e ademais

g(x)#0:

Dom[ij = Dom( ) Dom(g) —{xDR/g(x) = 0}
g

Exemplo: Dadas as funciéns f(x)=2x+2 e g(x) = x> +1:

Suma: (f +g)(x) =x> +2x+3 Resta: (f —g)(x) =240y +1
+
Produto: (f [Z)(x) = 2x” +2x7 +2x +2 Division: (i)(x) = 2)5 f
g x°+
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1.5.3 Composicion de funcions

W A funcion composicion de f e g (ou tamén f composta con g) € a que asigna a cada valor x o valor

g(f(x)),eescribese go f :

(g°f)x) =g/ (x))

A funcion g o f estd definida cando x pertence ao dominio de fe f{x) ao dominio de g, polo tanto:

 Dom(go f)=Dom(f)~{xOR/ f(x)0Dom(g)}

= Observar que a composicién non é conmutativa, € dicir, go f # f o g, como pon de manifesto
o0 seguinte:

Exemplo: f(x)=vx*+3, g(x)=x*+2x+1

(g £)or= (7o) = (¥t +3) = (Vo2 +3) +2i w3 +12% 24 43 44

(fog)(x)Zf(g(x)) :f(x2 +2x +1) 2\/(x2 +2)c+1)2 +3

1.5.4 A funcion inversa

® Dada unha funcién f, se existe unha funcion que denotaremos f’ que verifique
-1 — -1 — . o . . ,

f o f =fof =1 (Iéafuncidnidentidade), chamamos a esta funcién inversa ou reciproca de

f, temos enton:

f_1 inversa de [ < (f_lof)(x):(fof_l)(x):x

Exemplo: Para a funcion f(x) = x? definida no intervalo [0, ) a funcién inversa é f(x) = x/; , dado que:
(res)omr=r(f) =7 () =4a* =x
(£ )= (s ) = r(¥5)= (V) =

Para calcular a inversa dunha funcién (sempre que exista, para o que ¢ necesario que a funcion f'sexa
inxectiva) pode seguirse o seguinte procedemento:

i) Escribir a igualdade y = f(x).
i1) Despexar a varidbel x.

L . . . -1
iii)  Reescribir a expresion anterior, substituindo y por x e x por f (X).

. _ 2x+3

Exemplo: Para achar a inversa da funcion f(x) = ;

. L 2x+3

1) Escribimos: y = .

X

. _2x+3 _ _ _ _ 3

ii) Despexamos x: ) = :yx—2x+3:>yx—2x—3:x(y—2)—3:x——2.
y-

: -1 3

iii) Substituimos: f (x) =——.

x=2
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FUNCIONS ELEMENTAIS

2.1 Funcions alxébricas

2.1.1 Funcions polinomicas

™ Son as funciéns definidas por un polinomio: f(x) =a,x" +a, x"" +.+a,x +a,

Dom(f)=R

Caracteristicas:
Paran

Corte co eixo OY: (0, ao)

> 1 non estan limitadas

Non tefien asintotas

Particularizamos a continuacion o estudo de varios tipos de funcions polindmicas.

W Funcions constantes:

f(x)=a, aunnimero real

Dom(f)=R

Caracteristicas: < Im(f")

=14}

Corte co eixo OY: (0, a)

Exemplo: f(x)=3

B Funcions lineais (ou de proporcionalidade directa): f(x)=ax, alUR
Dom(f)=Im(f)=R
Grafica: recta pasando por (0, 0) Y

Caracteristicas: Se a = 0 son crecentes

Non es

Exemplo: f(x)=2x

Para a =1, denotase I(x) e chamase funcién identidade: | I(X) = X

Se a < 0 son decrecentes

tan limitadas, nin tefien extremos

B Funcions afins:

f(x)=ax+b, a,bUR

Caracteristicas:

Exemplo: f(x)=2x+1

Dom(f) =Im(/) =R

Grafica: recta pasando por (0, b) e por (ﬁ 0)
a

Se a = 0 son crecentes /

Se a < 0 son decrecentes / 0

Non estan limitadas, nin tefien extremos

n.2.1
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M Funcions cuadrdticas:

f(x)=ax’ +bx+c,

a,b,c0R

Dom(f)=R
A gréfica ¢ unha parabola

Se a >0 convexa U, se a <0 concava ()

b .
Para x = —— (vértice) ten:
2a

se g > 0 un minimo

2a

Caracteristicas:
Corte con OY: (O, c)
b*> —4ac <0 = non ten
Corte con OX: {b* —dac =0= (22 Oj
b’ —4ac>0= (
Exemplos:

f(x) = x2—6x+5

f(x) = x2—6x+9

se a <0 un maximo

—b+\/b2 —4ac

)
o, 2— decrecente

00) crecente

o
o[
o[
“

N|
IS R~

-
2a’

oo | decrecente

J crecente

2a

OJ’[_b_\/bz_W’OJ

f(x) = x* 6x+12

15 17.5
10 / 12.5 15
7.5 10 12.5'
% 7.5\ 10/, /
25\ ' |\ 7.5\ /
; / 2.5 \\ / > \u/
. 1.2 34/56 R4 2.5
' N 123456 123456
f(x) = —x>+6x—5 f(x) = —x*+6x-9 f(x) = =x2+6x—12
2.5 //\ s 1/2 3456 5,5/ 123458
123456 -5 / -5 / AN
2.5 \ 7.5 \
.5 / \\\ -7.5 -10 \
-10/
-7 5"/ f// -12. 5 / \
P -15 -17.5
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2.1.2 Funcions racionais

Ox)

f(x)= P(x)

B As funcions racionais son cocientes de funcions polindmicas:

Dom(f)=R —{ Raices de Q(x)}

Caracteristicas: A parte do dominio, que para todas as funciéns racionais esta formado por todos os
nameros reais menos aqueles nos que se anula o denominador, non ¢ doado establecer caracteristicas
xerais para estas funcions pois, como pode observarse nos seguintes exemplos, tefien comportamentos
moi variados :

Exemplos: 2_
p f(X) — X3 : f(X) = Xlg)i f(X) = #
p— X p—
) 2
40
-4 -2 2 6
2 L 3
-4
-4 -2 2 4 6
-20 \ 7
-8
-40 -10
2 4 2
X“—6x+5 X
60 50
40 40
20 J 30 ///
2T e R
-20 ( \
0 ) \_ 10 /
-60 -4 -2 2 4 6
f(x) = —1—
o X
75| | M Para o caso particular de P(x) =k #0 e Q(x)=x, temos a funcién:
5|
‘L k
Sl X)=— |, chamada funcion de proporcionalidade inversa.
10 -5 5 10 X p
-2.5

5]

-10 ‘

2.1.3 Funcions irracionais

B As funcidns irracionais son as que aparece un polinomio ou fraccion alxébrica dentro dunha raiz:

f(x)="M Fx) = VX

O(x)

P(x)

Q(x)

se n impar

Valores non negativos de se n par -

Dom(f)=R -
Raices de Q(x)

B A funcion irracional mais sinxela é  f(x) = +/x

Dom(f)=[0, + ). 2 4 6 8 10

11.2.3 Analise



2.2 Funcions exponenciais

M Funcion exponencial de basea: | f(x)=a", a>0ea#l

Propiedades:
= Dom( f )=R. = Non ¢ simétrica nin periddica.

* >1= estrit t t
- Im(f):R :(O, oo)_ - {a estritamente crecente

0<a<1 = estritamente decrecente
= Corte co eixe OY: (0, 1) .

= Non ten maximos nin minimos.
= Arecta y =0 ¢ unha asintota horizontal.

f(x) =2% 1 « f(x)=e*
y=2 f00 = (5) )=
8 ME" 8
O 1 \ Q O f
7 / 2 7
6 7 6
Bl L1/ 16 5
4 /r‘/ 5 4 "’r
31/ 4 3/

2 3 2 /
1 1/
5432412345 54821012345 54324 12345

A funcion exponencial con mais utilidades practicas (medidas de probabilidade, evolucion da
oboacion, desintegracion radioactiva, ...) ¢ a funciéon exponencial de base o numero e :

fx)=e

2.3 Funcions logaritmicas

2.3.1 Logaritmos. Propiedades

M Denominase logaritmo en base a dun niimero x, 10 g, X , o expoiente ao que compre elevar a base

a para obter Xx, ¢ dicir: log, x=y < a" =x

® Propiedades dos logaritmos:

1] | 10g 1=0 polo que:
. loga(x Df') =y+y =log,x+log,x".

Demostr.- Dedicese da propia definicién de logaritmo,

xa que a®=1.

pa. log, x’ =log, x —log, x'

P2.  log,a=1 x
Demostr.- Deducese da propia definicion de logaritmo, Demostr.- Sexanlog, x = y, log,x" = y'
1
xaque @ =da. =y e q’= y
q log,x=y < a” =x x _a _ ey
loga X' :y: - ay =y x' ay

P3. log, (x Dc’) =log, x +log, x'

X " — _ '
Demostr.- Sexan log,x =y, log,x"=y", por polo que: 10ga; =y-y =log,x—log,x".

definicion de logaritmo temos:

log,x=y < a’=x

) =>xQ&' =a’ W@ =a’ P5. logax” =nlogax
log,x'=y" = a” =x'
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Demostr.- Deducese da propiedade P2: ]()g X
n veces) P7. Cambio de base: logb xX=——
log,x" =log,| x@0 ... O|= log, b

Demostr.- Sexan log,x =y, log,x =z, por
=log, x +log, x+...+log, x = nlog, x

a’ =x .
definicion de logaritmo temos: =a’=b
1 b* =x
nfy = —
p6. log, 8/x = " log, x enton,
1 log, x =log, b* =z 0og, b =log, x Hog, b
Demostr.- Dedlcese da igualdade: Wx =xn. log, x

de onde, log, x = .
S log, b

A férmula de cambio de base permitenos, cofiecidos os logaritmos nunha base determinada, calcular
os logaritmos noutra base calquera.

Exemplo: log,1024 =10, log, 32 =5=>log3, 1024 :% =2,
2.3.2 Logaritmos decimais e logaritmos neperianos

B Os logaritmos mais utilizados son de base 10 ¢ os de base o nimero e:
log,, x = logx logaritmos decimais.

log, x = Inx logaritmos neperianos. Reciben este nome, porque o matematico John Néper

(1550-1617) foi o primeiro en utilizar os logaritmos.

2.3.3 Funcion logaritmica

M Funcién logaritmica en base a: |~ f(x)=log x

Propiedades:
= Dom(f)=R"= (0, oo). = Non ¢ simétrica nin periodica.
a > 1= estritamente crecente
= Im(f)=R. - ,
0<a<l = estritamente decrecente

= Corte co eixe OX: (1’ O) . = Non ten maximos nin minimos.

= A recta x =( é unha asintota vertical.

f(x) = logox f(x):Log%x fx)=hx

D w H» g

BN W B (&
BN w S

[

S
—

' ' ' ' '
(&3] 5O N =
' ' ' ' '
(6] S w N

[S2 I w

1.2.5 Analise



2.4 Funcions trigonométricas
X
sen a = o cos o= —
r r
‘d‘ tana = B4 sen’ a +cos’a =
\_ |/ :
M Funcién seno: = f(x)=senx
0 7l 7l 7l 7l 3n Sn | 3n n 2
i i i i 21 x| 2= 22 7
6 | 4 |l 3|2 4 4 | 2 4 | =
o | L2 B 2o |2 a2
2 2 2 2 2 2
A N AN 4 f(x) =senx
. y4 N . N\ S/ N\ * )
-\ /L N 4 N+ / N 65
\_/ \_/_?_ I 3t 7T
_0_/; i —
Propiedades:
= Dom(/f)=R = No intervalo [0, 277] é:

= Im(f)=[~11].
= Corte co eixe OY: (0, O) )

- cimétriea | T 3m .
E simétrica impar. En (—, —j estritamente decrecente
= E periddica con periodo 2. 2

= No intervalo[(), 277] corta o eixe OX
en: (0, 0), (7‘[, 0) e (27‘[, 0) = No intervalo [0, 277] ten:

En [O, g] e (37” 277} estritamente crecente

T , .
En x = — un maximo

T , .
Enx = 7 un minimo

™ Funcion coseno: f(x)=cosx

71 71 71 7l 3n 57 3n n
0 — — — — — T — — — 21
6 4 3 2 4 4 2 4
B2 1 V2 V2 V2
1 = | = — 0 —— | -11-==1 O0 - 1
2 2 2 2 2 2
f(x) = cos x
/\ /—\ U5
/ AN /> AN pd AN 3 —
o / AN / o AN /L AN o o5l w1 AL 9"
_~ N~ T N~ N .
Andlise
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Propiedades:

= Dom(f)=R. = No intervalo [0, 277] é:
= Im(f) = [—1, 1] : En (0, 77) estritamente decrecente
= Corte co cixe OY: (O, 1) . En (7T, 277) estritamente crecente

= E simétrica par. = No intervalo [0, 277] ten:
= E periddica con periodo 2.

= No intervalo [0, 277] corta 0 eixo OX en:
SORE
2 2

W Funcion tanxente: | f(x)=tanx

{En x =0e x =2/Tun maximo

En x = 77un minimo

7l 7l 7l 7l 3n 57 3n 77

X 0 — — — — — T — | — — 21
6 4 3 2 4 4 2 4

f(x) = tan x \ 0 @ I IROVEYNN S R 0 1 — | -1 0

f(x) = tan x
10

i ~ { “ [ [-5 F ‘/ ‘s/ [ [ ‘
L/ 3 7 | ‘ | | \‘ | H |
1 4 ‘ | | | *10 Eo \‘ | \
\ | ‘ | \
-5 | | s & \ |

-10

Propiedades:

- Dom(f):R_{XDR/x=g+k7T,kDZ}. = No intervalo [0,77] corta o eixe OX en:

(0.0) ¢ (o)
= Im(f)= (_oo’ Oo) ’ = E crecente en todo o seu dominio.
= Corte co eixe OY: (O, 1) . = Non ten maximos nin minimos.

) = Ten asintotas verticais nos puntos da forma:
= E simétrica impar.

/!
= E periddica con periodo . x=ot kmn0OZ

Analise
1.2.7



3.1

[LIMITES DE FUNCIONS

Concepto de limite

M Dise que d é o limite pola dereita da funcién f(x) no punto x = a,

cando ao tomar x valores maiores que a cada vez mais proximosa a, a
funcion toma valores que tenden a d.

Notacion:

+
X—-da

Exemplo: lim 2* =2

lim f(x)=d

f(x

x-1t
X 1,5 12 1,1 1,01 1,001 1,0000 | 1,00001 - 1
f(X) |2.82842712)2.29739670|2,14354692 2.01391110] 2,00138677| 2.00013863 | 2.00001386]  — 2
flx M Dise que e ¢ o limite pola esquerda da funciéon f(x) no punto
X = a,cando ao tomar x valores menores que a cada vez mais proximos
c a a, a funcién toma valores que tenden a e.
Notacion: lim f(X) =-e
/ Xoa
7 a . 3
X Exemplo: lim x” =8
x-2"
X 1,5 1,9 1,99 1,999 1,9999 | 1,99999 | 1,999999 R 2
f(x) 3375 6,859 | 7,880599 |7,98800599 |7,99880005 |7,99988000 |7,99998800 5 8
M Dise que [ ¢ o limite da funcion  f(x = Para que unha funcién teha
f(x) no punto x = a, cando ao limite nun punto ¢ necesario e
tomar x valores cada vez mais } suficiente que tefa limite pola
proximos a a, a funcioén toma valores dereita ¢ pola F:squerda nese punto,
que tenden a /. e que estes coincidan, ¢ dicir:
y : - lim /() =1=]im f(x)
Notacion: lim f(x)=1 - a X xlat Xx—a
X—-d
. 2 _
Exemplo: lim x° =4
x-—2
x | 25 | 21 |20 [-2001 J-20001] - -2 — J-19999]-1999 | -199 | -19 | -15
fix) | 625 | 441 |4.0401 |4,00400]4,00040] — 4 —  13.99960]3,99600 | 3,9601 | 3,61 | 225

= Unha definicién mais formal de limite f(x) dunha funcion nun punto X = a , seria a seguinte:

lim £ (x) =1

X-a

=4

Oe>0 B0>0/x0(a-0,a+9d),xza=|f(x)~l|<€

.3.1
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3.2 Limites infinitos. Limites no infinito

® Dise que o limite da funcién [ (X) cando x — a é o, lim f(x) = o cando ao tomar x valores

X—-d
cada vez mais proximos a q, a funcion toma valores que crecen ilimitadamente.
® Dise que o limite da funcién f(x) cando x — a é —oo, lim f(x) = —00, cando ao tomar x

X-d

valores cada vez mais proximos a a, a funcién toma valores que decrecen ilimitadamente.

lim f(x)=c0 = OMOR 00>0/x0(a~0,a+9d) = f(x)>M
= Dun xeito méis formal: |

limf(x)=-0 = OmOR 05>0/x0(a-3d,a+0d)= f(x)<m

X-a

Exemplos: lim——— =
x—»l(x_l)
X | 05 | 09 09 0999 0999 — 1 — 10000 1,001 101 @ 1,1 | 15
flx) 4 100 | 10°  10° | 10° - 00 | <  10°  10° 10 10> 4
lim In|x|= —o0 :
X -
x | -05 | -01 ]-001 J-0001Joo001] - | 0 — Jo.0001 Jo001 J 001 | o1 | 05
f(x) | -21.3 |-781.3 |-6250,5]-21096]-50004] — | oo | < [-50004]-21096}62505]-7813 | -21.3

M Dise que [ é o limite da funcion [ (x) cando x — o, 1lim f(x) =1, seao tomar x valores cada
X — 00

vez mais grandes, a funcidon toma valores que se aproximan a /.

M Dise que / ¢ o limite da funcién f(x) cando x — —o0, lim f(x) =1, se ao tomar x valores

X - —00

cada vez mais pequenos, a funcion toma valores que se aproximan a /.

limf(x)=L = 0e>0 M OR /x>M =|f(x)-L|<¢

X - 00

lim f(x)=] = Oe>0 OnOR /x<m =|f(x)~I|<e

X - —00

= Dun xeito mais formal:

Pode ocorrer que os valores L e/ sexan iguais ou distintos, e que un deles non exista ou que non exista
ningun dos dous.

15
L8 R )
AN AN AW \0.5"E\‘ ANANYANA
i ek 1N A D
VAR T AR T Y| E VAT IAVE VARY:"
-1.5

Exemplos: A funcién f(x) = cosXx non ten limite en 00 nin en

—00 , non temos mais que observar a sta grafica:

+ +
lim 2 =32 gy 3XF lim2* =c0# lim 2* =0
x-0 x+ Xo>—0 x+ X - 00 X - —00
10 F 30
I 25 )
/
20 /
e 15 /
S g eI T 10 P
‘ ‘ | ‘ ‘ 5 -
-100 -50 ] i i 50 100 I
| -4 -2 2 4
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3.3 Calculo de limites

3.3.1 Limites e operacions con funcions

W Un limite é determinado cando ao calcular o limite de cada termo da funcién, os resultados obtidos
tefien sentido coas operacions de nimeros reais. No caso contrario, dise que ¢ indeterminado.

Indeterminacions: 00 — 00, () [do,

o|lo

(00]

00 0 0
9 319w30
(00]

Limites e operacions con funcions

lim(f (x) £ g(x)) = lim f (x) £ lim g(x)

lim( f (x) Cg(x) = lim f (x) Cim g (x)

ﬁm(f(X)j _ /)
g(x)/  limg(x)

X-d

lim g(x)

lim( / (x)*" = (Ef?f (x))M

Limites da suma Limites do produto
r I’ I+ | e oo 1’<0 0 LI ~oo oo
+o0 +oo +o0 +oo ? +oo ? +o0 +oo -0
=00 =00 -0 :) =00 =00 f? =00 =00 +DC
Limites do cociente Limites da potencia
=+ 0 =0 +oo o0 x¥ 0 =0 +oo —o0
0 ? +/ Feo teo 0+ 2 0 0 +oo
r<o 0 wr o0 +oo <1 1 I 0 +oo
+oo 0 0 ? ? r=i 1 1 ? ?
o0 0 0 ? ? 1’>1 1 I +oo 0

1.3.3 Anélise



3.3.2 Calculo de limites determinados

W Na practica, para calcular limites determinados, facemos a substitucion de x por a e efectuamos as
operacions necesarias, segundo as normas resumidas nas taboas.

Exemplos:
lim (2 +4x° = 5x) = (2)° +4(-2)° -5(-2) =18 I 5 -5 5.
x--2 ( ) ( ) ( ) xl_.ngox2+2x+3 o+oo+3 oo
.ox+2 0+2 1 1
lim = =400 ' e 1 .
x—0 x2 0 lim 4+ =49 =4 =
x—»1+

1 1

1 1 ° _ _ +
. 3x2 =5x +1 ¥ _ 0-0+1 0 _ l 0 1i?}rx1+4cosx:71+4cosn=r[04=oo
o0t x+2 0+2 2 COS X COoS 7T

3.3.3 Calculo dalguns limites indeterminados

3.3.3.1 Limites de funcions polinomicas

B Cando os coeficientes dun polinomio tefien distinto signo se queremos calcular o limite cando
xt - oo prodicese unha indeterminacion do tipo o — oo, que € moi facil de resolver, tendo en conta
o seguinte: o limite sempre vale © ou —00, dependendo o signo do monomio de maior grao.

Exemplos: lim(x® =5x* =20x =12) = o0, lim(-2x° —4x"* +3x —40) = -0,

X — 00 X — 00
lim (x* +3x* +6x) = -0, lim (x*-5x* -x-2)=
X — —00 X — —00

3.3.3.2 Limites de fraccions alxébricas

. . .. P(x)
M Para os limites de funcions racionais, 11m
X-da Q(x)

, que se obtén unha indeterminacion do tipo —

simplificamos a fraccion dividindo numerador e denominador por X —a:

x> —6x2 +5x

S _6x + — 2 B
Exemplo: lim> 62x >x =lim x2 1 = lim> Sx _1-5__
x-l x" -1 x-1 x“ =1 x-1 x+1 1+1
x—1
o0

B Se a = o, temos unha indeterminacion do tipo —, neste caso aplicamos o seguinte resultado:
00

oo sen>m

n n-1
P(x) _a,x" +a, ,x" +.+q, )

: a
,enton lim f(x) = 5 sen=m

Se f(x)=

m m—1 oo
O(x) b,x"+b, x" " +.+b, Xt '
0 sen<m
4 _ 4 .
Exemplos: lim ix 22X+1 =co, lim ; 3x 2+x :23 lim 4x :2x+1:0
x-0o 5y +x” +4x+1 x-02xT —6x° +4x+1 2 X0 xT+x
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3.3.3.3 Limites exponenciais. O nimero e

X
® O nimero e pode definirse como:| e = lim(l + —j , para conseguir unha aproximacion
X

X 0

de e (¢ un namero irracional) non temos mais que darlle a x un valor moi grande e substituir na

1

—j ,porexemplo para X =1000000 obtemos unha aproximacién de e coas cinco

expresion (l +
X

primeiras cifras decimais correctas: e =2.71828.....

. . ey , . ;. . . .y . 00
A partir da definicion do nimero e podemos resolver moitos limites con indeterminacion do tipo 1

3x+4 )3 4
. 1 0 . 1 1 3 4 3
Exemplo: lim|1+— =1"(Ind.)=lim| | 1+— I+—| =e’ xI"=¢.
X >0 X X >0 X X

h(x)
M Taménseverifica:l liImA(x)=00 = e= hm(l + T)) , resultado que nos permite
X-a x

X-a

. . . ., . 00
resolver outras moitas indeterminacions do tipo 1

1 532
Exemplos: 11m(1+5x ) < =1 (lnd)—hm[uij =e, lim—s =1z
xa()
5x2

1 X"+3x°+2
1im(1+ﬁj =17(Ind.) = e, 1im(x3+3x2+2):oo
X 00 x” +3x°+2 X0

3.3.3.4 Exemplos doutras indeterminacions

2
- +
Exemplo I: lim(x2 —4) = 0 xoo(Ind.) = lim X% = i FF2DEx=2) = lim(x +2) =4
x-2 x—=2 X2 x—2 x—»2 x—=2 x-2
3_ 2 _ _
Exemplo 2: lim (i—%) =00 —oo([nd.)= lim u= lim %:—2:—00
x-0"\x 3x x-0* 3x x-0" 3x 0

Exemplo 3: lim (V=3 =x+5) = o0 ~ea(Ind.) = lim [ _(://X_Jrj)ﬁ//%;*/x )
Koo oo X - X

B b o N

R =T e
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CONTINUIDADE

Funcions continuas

4.1.1 Introducion

M Consideremos dous feitos moi relacionados coa vida diaria de calquera persoa: o
consumo de electricidade e os pasos de teléfono:

Ao acender unha lampada ponse en marcha o contador, e de forma continua,
vai marcando a enerxia consumida, que serd proporcional ao tempo en que a lampada

estea acesa. A formula da funcion consumo sera da forma f (t ) =kt

16

=
o N

voltios

012 3 456 7 8 910
minutos

e a grafica sera unha recta 35 | | | | |
| | | | |
0+ - T
, . . | | | | |
Ao chamar por teléfono a outra cidade, cada minuto o contador marca 25 1~ ¢~ >~
: . .y , . , | | | | |
cinco pasos. Neste caso a grafica da funcion gasto sera de tipo graduado. E terda 820 I *:HT B
. . [ — BI85
seguinte expresion analitica: f(t)—S[[]E(t)+l], NS S IO T
onde E (t) € a parte enteira do tempo medido en minutos. Bf— -
0 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Observemos o que ocorre no minuto 3 de cada caso:

minutos

= No consumo de electricidade, ao incrementar o tempo unha cantidade h, o incrementosera f(3+ /)= f(3),ese

h se aproxima a 0, tamén o incremento do gasto sera pequeno e se nos fixamos na grafica deducimos a igualdade:

lim(f(x +h)— f(3)) =0 e dicimos que a funcion é continua no punto de abscisa 3.
h-0

== Ao realizar o mesmo razoamento con respecto ao gasto de teléfono, no minuto 3 observamos que, por moi pequena que
sexa a variacion positiva do tempo, os pasos marcados increméntanse en cinco unidades polo menos: en 3 a grafica presenta

un salto, polo que dicimos que a funcién non é continua no punto de abscisa 3.

4.1.2 Definicion de funcion continua nun punto

A idea de continuidade exprésase dunha forma exacta por medio do concepto de limite, de tal

maneira que pode darse esta definicion:

B Unha funcién f'(x) é continua nun punto x = a, se nese punto o limite da funcién ¢ igual ao valor

da funcion nese mesmo punto.

B Segundo a definicion, para que unha funcion sexa continua € necesario:

i) Que a funcién estea definida en x =a: ‘@ U Dom( f)

ii) Que exista o limite da funcién en x = a e que sexa finito: [Hlim f(x)

X —-a

iii) Que o limite coincida co valor da funcién en x = a: lim f(x) = f(a)
X —-a

-

d

= Dun xeito moi pouco cientifico, pero moi intuitivo, poderiamos definir unha funciéon continua como

aquela da que podemos debuxar a stia grafica sen erguer o lapis do papel.

= De forma analoga a como definimos o limite podemos definir a continuidade dun xeito formal:

f(x) continuaen x =a = [0€>0 0d>0/x0(a-3,a+9d)= |f(x)~ f(a)|<€
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4.1.3 Continuidade e operacions con funcions

= A suma alxébrica de funcidons continuas € tamén unha funcién continua.

= O produto de funcions continuas ¢ tamén unha funcién continua.
= A potencia de exponente natural dunha funciéon continua ¢ tamén unha funciéon continua.

= O cociente de duas funcions continuas ¢ tamén unha funcién continua, agds para os valores da

variabel que anulan o denominador.

4.1.4 Exemplos de funcions continuas

Non hai mais que observar a sua grafica para ver que:
= As funcions sen e cos son continuas en

f(Pg()):Z
= A funcién constante 23 todo R.
15
, . 1
¢ continua en todo IR . 0 fx) = sen x
4 2 s 2 4 \ /,/ \ 0.5 ’/,/-\\\ Va \\
-100 /-5 \ o \'5/ 10
(\ / ) (\) 5’ \\/’/
f ®) =x ~ ~1
3 f(x) = cosx
1 ~
g . 2 / /\ 0.5 \\ / \\
= A funcion identidade [\ /o
! -10/ -5 ./ \ /5 \10
, . R / \ - Q 5 \\ / \
¢ continuaentodo IR. s 4 V (VAN BV \
-1
-2 .« y « . .
3 = As funcions exponenciais son continuas en
-4 todo R . f(x) = €*
20 /
15 ‘,‘"“
f(x) = X -2x2~11x+12 /
20 10 /
= As funcions polindomicas /oA /
: 5
son continuas en todo R . [N ,s /
/ 5 \\ J“‘ T
“ \ / 3 2 1 17273
2 \ 2 A
5 \\ J
10 \_/ ) . .
oy = As funcions logaritmicas son continuas en
+
R™. f(x) =Inx
f(x) = x2 f(x) =x3 5 I
25 | o
\ / o | -
\ / /2 4 6 8 10
AT / ) -2
) /
\\\ 10 /// -4 -2 ( 2 4 -4
\ _‘f 1
s/ -6
-2 .
-4 -2 2 4 ‘ i
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4.2 Tipos de descontinuidades

B Se unha funcion non verifica algunha das condicions de continuidade, dise que ¢ descontinua.
Segundo que condicidon non cumpran poden darse diversos tipos de descontinuidades:

1) Descontinuidade evitabel, Descontinuidade evitabel
cando lim f(x) e fx flx
lim f(x)# f(a) ou aUDom(f) f(a) .

, non € continua en

Exemplo: f(x):% / \/\

X = a porque a funcion non esta definida nese punto, = (O a X 0) a X

¢ dicir a UDom(f') .

Aqui a descontinuidade afecta a un s6 punto, polo tanto se introducisemos ou modificasemos, segundo
o caso, o valor de f'(a) para facelo igual a lim f'(x), a descontinuidade xa non existiria, por iso se

X—-d

chama evitabel.

ii) pescontinuidade de salto finito, Descontinuidade de salto finito
Olim f(x) e UOlm f(x), pero fix f(x)

Jm Sl # L S w o ]

Exemplo: f(x) = {x +1 se x<a , r\/\j\
: - non ¢ ; :

continua en X=a porque 0 a X O a X
lim f(x)=a+1#a+3= lim f(x)

Neste tipo de descontinuidade o valor de f'(a) pode coincidir cun dos limites laterais ou non, ou
mesmo pode non existir.

i) Descontinuidade de salto infinito, Descontinuidade de salto infinito

O1im f(x) ou Olim f(x) fi(x 5 fix

X -a X —-a

1
Exemplo: f(x)=——, non é continua en
X—a

X =a porque lim f(x) = oo \

0 X? X O

Esta descontinuidade tamén se chama asintotica, debido a que a rectax = a ¢ unha asintota vertical
para a funciéon f(x).
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4.3 Continuidade en intervalos cerrados
4.3.1 Continuidade en intervalos

M Dise que unha funcién f(X) é continua nun intervalo I cando ¢ continua en todos os puntos do
intervalo.

Esta definicion non presenta ningunha dubida cando o intervalo é aberto, [ = (a, b) , porque 0s
extremos ou puntos fronteira non pertencen ao intervalo e polo tanto non hai que estudar a stia
continuidade. No caso de intervalos cerrados, [ = [a, b] , 0s puntos fronteira pertencen ao intervalo
e temos entdn que dicir que significa que sexa continua neses puntos:

Unha funciéon f(x), definida s6 no intervalo 1 = [a, b] , dise que ¢ continua (pola dereita)

no punto X = a se 1im+f(x)=f(a)

Unha funcién f'(x), definida sé no intervalo [ = [a, b] , dise que € continua (pola esquerda)

no punto X = b se }il}j]f(x)Zf(b)

=2+ 613 Exemplo: A funcién f(x) =+ —x% +6x—5 s6 esta definida no intervalo [1, 5] ,

nos puntos interiores do intervalo é continua (raiz cadrada de niimeros positivos),
miramos a stia continuidade nos puntos fronteira:

lim v -x? +6x-5=0= f(1)= f(x) continua en x =1

X - 1+
lim V—-x* +6x-5=0= f(5)= f(x) continuaenx =5
X — 5_
f(x
4.3.2 Teorema de Weierstrass M= f(c)

B As funcions continuas nun intervalo cerrado postien unha importante :
propiedade, que ¢ a recollida no seguinte teorema: m= ()

Teor.-(Weierstrass) i) Se unha funcién f(x) é continua nun intervalo

cerrado [a, b] , entén existe alomenos un punto ¢ D[a, b] onde

f(x
f(x) alcanza o valor maximo M = f(c). M= 2 <\_~

i) Se unha funcién f(x) é continua nun intervalo cerrado

[a, b], entén existe alomenos un punto d D[a, b] onde f(x)

m= f(d)

alcanza o valor minimo m = f(d) . o s d b X
= Qs resultados anteriores poden semellar obvios, pero se falla fx
algunha das duas condicions (a funcion non € continua ou o intervalo  y;_o
non ¢ cerrado) o resultado ¢ en xeral falso, como pode observarse nas

duas ultimas graficas.

m= f(d)

o a d b X
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4.3.3 Teorema do valor medio

W A idea intuitiva de que as funcidns continuas “non dan saltos” reflictese na
propiedade expresada no seguinte teorema:

Teor.-(TVM) Se unha funcién f(x) é continua nun intervalo cerrado [a, b]
e k ¢ calquera nimero comprendido entre f(a) e f(b), enton existe

alomenos un punto ¢ D[a, b] talque f(c)=k.

= O TVM asegura a existencia dalgin punto ¢ no que a funcién tomao ~—o ac ¢ G X
valor &, pero non di que exista s6 un, como pode observarse na segunda
grafica.

4.3.4 Teorema de Bolzano

® O TVM ¢ particularmente 0til cando os valores f(Xx) en a e b tefien signos opostos, xa sexa
f(a)>0 e f(b)<O0 oudinversa. As duas situacions resumense dicindo que f(a)[ f () <O0.
Xa que o valor 0 é intermedio aos valores f(a) e f(b), o TVM proporciona un método moi eficaz

para localizar ceros de f'(x), ¢ dicir puntos x nos que f(x)=0.

A seguinte propiedade ten unha aplicacion moi importante nos métodos numéricos de
resolucion de ecuacions da forma f(x)=0:

Teor.-(Bolzano) Se unha funcién f(x) ¢é continua nun intervalo cerrado [a,b] e, ademais,

f(a)l f(b) <0, existe alomenos un punto ¢ D(a, b) talque f(c)=0.

f(x) f(x) f(x)
fla)

f(b f(b

O bX O

() R RRER - f(a)

f(a)

= O teorema de Bolzano non di que exista un s6 punto ¢ que verifique f(c) =0, como pode
observarse na terceira grafica.

Exemplo: Dadaaecuacion x> +5x? —4x =20 = 0 , considerando a funcion f(x)= x® +5x% —4x =20 temosque
f(-6)<0, f(-4)>0, f(-3)>0, f(-1)<0, f(1)<0, f(3)>0, entén polo teorema de Bolzano

sabemos que a ecuacién ten polo menos unha raiz en cada un dos intervalos: (—6, - 4), (—3, - l), (1, 3) .
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5.1 Calculo dasasintotas dunha funcién

5.3.1 Aintotashorizontais

= Asintotas horizontais: y =b, onde lim f(x)=5b ou lim f(x)=5b
X—0 X—p—oo

2 2
Exemplo: Paraa funcion f(x)= 9 & 5
-x
C2x7 ) 2x° )
lim - = -2=lim 91 = f{x) ten unha asintota horizontal y=-2
X—poa —X e ] —X

5.3.1 Aintotasverticais

= Asintotas verticais: x = a, cando se verifica lim f(x)= teo
X—

. -, 2x°
Exemplo: Para a funcion f(x)= 9 1
- X

. 2x° 22X ]

lim o= lim o2 —oo|

X o 2_ X b => f(x) ten dnas asintotas verticais x =-3 e x = 3.
. x

lim 7=+ lim — = -|-oo|

=3 Y—-x x—-3 -Xx J

5.3.1 Aintotasoblicuas

/(x)

= Asintotas oblicuas:y =mx+n (m#0), onde lim =m, n= liIPm(f(x)— mx)

x—tee X
-, 2x°
Exemplos: Paraa funcion f(x)= 9
-X
2x?
. — 2 . 2x* ; .
lim 9-x = lim =0 —> f(x) non ten asintotas oblicuas .
x—ytuo X X—¥teo 9)[ - X
X+ 1

Para a funcion £ (x) =
X

4l
_ . S _
lim —=1=m=1, n=lim —x |=0 = Asintota oblicua y = x
X0 x X ,t
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