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1 FUNCIÓNS REAIS DE VARIÁBEL REAL 
 

1.1 Definición de función 

 
 Unha función do conxunto A no conxunto B é unha correspondencia de A

en B tal que a cada elemento de A correspóndelle un único elemento de B.

   ou    
A B

x f x

f →
 → ( )

f A B

x f x

:

( )

 →
 →

A x chamáselle variábel independente.
A f(x) (ou y) variábel dependente.

 Dominio (ou campo de existencia) dunha función de A en B é o conxunto de elementos de A que
teñen imaxe.
�otación: Dom(f) ou D(f) 

Para a función do debuxo: { }Dom f( ) , , ,= 1 2 3 4

 Percorrido (ou imaxe) dunha función de A en B é o conxunto de elementos de B que son imaxe
dalgún elemento de A.
�otación: Im(f) ou I(f) 

Para a función do debuxo: { }Im( ) , ,f = 2 5 7

 As funcións poden ser representadas de distintas maneiras: literalmente, mediante unha táboa,
mediante unha gráfica e tamén analiticamente, é dicir, mediante unha fórmula que permite calcular as
imaxes coñecidos os valores do dominio e viceversa.
Exemplos:

   , Im(f) = Números naturais pares
( ) 2

f

x f x x

→
→ =
ℕ ℕ

( )Dom f = ℕ

 Dom(f) = Z, Im(f) = Z+
( ) | |

f

x f x x

→
→ =
ℤ ℤ

1.2 Funcións reais de variábel real 

1.2.1 Definición e clasificación 

 Chámase función real de variábel real a toda función que asocia a cada elemento dun determinado

subconxunto de números reais outro número real:  
( )

fA

x f x

⊂ →
→
ℝ ℝ

Exemplos:  Im(f) = f x x( ) = 2 ( )Dom f = ℝ [ , )0 ∞

Dom(f) = Im(f) = f x x( ) = [ , )0 ∞ [ , )0 ∞
 As funcións reais de variábel real pódense clasificar como:

Funcións alxébricas: que son aquelas nas que a variábel  x  aparece sumando, restando,
multiplicando, dividindo, na base dunha potencia ou no radicando dunha raíz.
Funcións transcendentes: son as non alxébricas.
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CLASIFICACIÓN DAS FUNCIÓNS
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1.2.2 Gráficas 

 A gráfica dunha función  é a representación sobre eixosf x( )

de coordenadas de todos os pares da forma , sendo  x( )x f x, ( )

un elemento do dominio de .f x( )

Representamos no eixe de abscisas (eixe OX) os valores de
x e no eixe de ordenadas (eixe OY ou f(X)) os valores de f(x).

 Os puntos de corte cos eixes de coordenadas determínanse (se existen):
Corte co eixe OY: (0, f(0))

Corte co eixe OX: Son os puntos da forma , sendo ( ) ( ) ( )x x x1 2 30 0, , , , , , ... x x x1 2 3, , , ...

as solucións da ecuación f x( ) = 0

Exemplo: Para a función  f x x x x x x x( ) ( )( )( )= − + + = + − −3 24 6 1 2 3

Corte con OY: ( ) ( )0 0 0 6, ( ) ,f =

Corte con OX: ( ) ( ) ( )−1 0 2 0 3 0, , , , ,

As solucións da ecuación  son -1, 2 e 3.f x( ) = 0 -1 1 2 3 4
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1.3 Características das funcións 

1.3.1 Simetrías 

 Unha función dise que é par (ou simétrica

respecto do eixe de ordenadas OY) cando

verifica:

, f x f x( ) ( )− = ∀ ∈x Dom f( )

Exemplo:

 f x x( ) = −2 4

 Unha función dise que é impar (ou simétrica

respecto da orixe de coordenadas O) cando

verifica:

,   f x f x( ) ( )− = − ( )x Dom f∀ ∈

Exemplo: 

f x x x( ) = −3 4

 

1.3.2 Periodicidade

 Unha función dise que é periódica, con período p, cando os seus valores repítense de p en p:

,  f x p f x( ) ( )+ = ( )x Dom f∀ ∈

Exemplos: f(x) = sen(x) (p=2π);     f(x) = cos(x) (p=2π);     f(x) = x-E(x) (p=1)

1.3.3 Extremos absolutos e relativos 

 
 O máximo absoluto dunha función nun intervalo [a, b] é o maior

valor que alcanza nese intervalo.

 O mínimo absoluto dunha función nun intervalo [a, b] é o

menor valor que alcanza nese intervalo. 

 Dise que a función ten un máximo relativo no punto ,  sex a=
existe un  (ε tan pequeno como sexa necesario) tal queε > 0

( )f a f x x a a( ) ( ), ,> ∀ ∈ − +ε ε

 Dise que a función ten un mínimo relativo no punto  , se existe un  tal quex a= ε > 0

.( )f a f x x a a( ) ( ), ,< ∀ ∈ − +ε ε
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1.3.4 Crecemento e decrecemento 

 
 Unha función f(x) é estritamente crecente nun punto  , se existe una∈ℝ

,  tal que  verifícase que:ε > 0 ( )∀ ∈ − +x a aε ε,

  
x a f x f a

x a f x f a

< ⇒ <
> ⇒ >

( ) ( )

( ) ( )

 Unha función f(x) é crecente nun punto  a , se existe un , tal quea∈ℝ ε > 0

 verifícase que:  ( )∀ ∈ − +x a aε ε,
x a f x f a

x a f x f a

≤ ⇒ ≤
≥ ⇒ ≤

( ) ( )

( ) ( )

 Unha función f(x) é estritamente decrecente nun punto , se existea∈ℝ
un ,  tal que  verifícase que: ε > 0 ( )∀ ∈ − +x a aε ε,

 
x a f x f a

x a f x f a

< ⇒ >
> ⇒ <

( ) ( )

( ) ( )

 Unha función f(x) é decrecente nun punto  ,  se existe un ,  tal quea∈ℝ ε > 0

 verifícase que:  ( )∀ ∈ − +x a aε ε,
x a f x f a

x a f x f a

≤ ⇒ ≥
≥ ⇒ ≤

( ) ( )

( ) ( )

 Unha función f(x) é crecente (estrit. crecente) nun intervalo ( )a b,

se é crecente (estrit. crecente) en todos os puntos do intervalo.

 Unha función f(x) é decrecente (estrit. decrecente) nun intervalo ( )a b,

se é decrecente (estrit. decrecente) en todos os puntos do intervalo.

1.3.5 Asíntotas 

1.3.5.1 Asíntotas horizontais 

 Se a medida que o x toma valores cada vez maiores (dise que x tende a ) ou cada vez menores∞
(dise que x tende a ), os valores dunha función   vanse aproximando cada vez máis a un−∞ f x( )

número b, diremos que a recta  é unha asíntota horizontal da función .y b= f x( )

a
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1.3.5.2 Asíntotas oblicuas 

 Se a medida que o x toma valores cada vez maiores ou cada vez

menores, os valores dunha función   vanse aproximando cadaf x( )

vez máis a valores da forma  con ,  diremos que a recta ax b+ a ≠ 0 y ax b= +
é unha asíntota oblicua da función .f x( )

1.3.5.3 Asíntotas verticais 

 Se a medida que o x toma valores cada vez máis próximos a un número a  (se son maiores que a dise

que x tende a a pola dereita e se son menores que a dise que x tende a a pola esquerda), os valores

dunha función  van crecendo ou decrecendo cada vez máis (dise que  tende a  ou af x( ) f x( ) ∞
), diremos que a recta  é unha asíntota vertical da función .−∞ x a= f x( )

1.4 Funcións definidas por intervalos 

 Algunhas funcións están definidas por distintas fórmulas (ou criterios) ao variar o intervalo no que

está definida a variábel  x. Estas funcións chámanse definidas por intervalos ou de criterio múltiple.

Exemplos:

1.           f x

x se x

x se x

x se x

( ) =
− <

≤ ≤
>









0

0 2

2

2

2.   Función valor absoluto:         f x x
x se x

x se x
( ) = =

− <
≥





0

0

3.   Función parte enteira:   
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1.5 Operacións con funcións 
 

1.5.1 Suma e resta de funcións 

 Se f e g so dúas funcións, defínese a función suma  como a función que asigna a cada númerof g+
real x a suma das imaxes da función  f  e da función g:

( )f g x f x g x+ = +( ) ( ) ( )

Analogamente, definimos a función resta  como a función que asigna a cada número real x af g−
diferenza das imaxes da función  f  e da función g:

( )f g x f x g x− = −( ) ( ) ( )

A función suma (resta) está definida cando x pertence ao dominio de f e de g simultaneamente:

Dom f g Dom f Dom g( ) ( ) ( )± = ∩

1.5.2 Multiplicación e división de funcións 

 Defínese a función produto  como a función que asigna a cada número real x o produto dasf g⋅
imaxes da función  f  e da función g:

( )f g x f x g x⋅ = ⋅( ) ( ) ( )

A función produto (resta) está definida cando x pertence ao dominio de f e de g simultaneamente:

Dom f g Dom f Dom g( ) ( ) ( )⋅ = ∩

 Defínese a función cociente   como a función que asigna a cada número real x o cociente das
f

g

imaxes da función  f  e da función g:

f

g
x

f x

g x









 =( )

( )

( )

A función cociente está definida cando x pertence ao dominio de f e de g simultaneamente, e ademais

:g x( ) ≠ 0

{ }( ) ( ) / ( ) 0
f

Dom Dom f Dom g x g x
g

 
= − ∈ = 

 
∩ ℝ

Exemplo: Dadas as funcións  e :f x x( ) = +2 2 g x x( ) = +2 1

Suma: Resta: ( )f g x x x+ = + +( ) 2 2 3 ( )f g x x x− = − + +( ) 2 2 1

Produto:  División:  ( )f g x x x x⋅ = + + +( ) 2 2 2 23 2 f

g
x

x

x









 = +

+
( )

2 2

12
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1.5.3 Composición de funcións 

 A función composición de f e g (ou tamén f composta con g) é a que asigna a cada valor x o valor

, e escríbese : g f x( ( )) g f�

( ) ( )g f x g f x� ( ) ( )=
A función  está definida cando x pertence ao dominio de f e f(x) ao dominio de g, polo tanto:g f�

{ }( ) ( ) / ( ) ( )Dom g f Dom f x f x Dom g= − ∈ ∉� ℝ

 Observar que a composición non é conmutativa, é dicir, , como pon de manifestog f f g� �≠
o seguinte:

Exemplo: ,  f x x( ) = +2 3 g x x x( ) = + +2 2 1

( ) ( )g f x g f x g x x x x x� ( ) ( )= = +

 


 = +


 


 + + + = + + +2 2
2

2 2 23 3 2 3 1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x f x x x x� ( ) ( )= = + + = + + +2 2
2

2 1 2 1 3

1.5.4 A función inversa 

 Dada unha función f, se existe unha función que denotaremos f-1 que verifique

 (I é a función identidade), chamamos a esta función inversa ou recíproca def f f f I− −= =1 1
� �

f, temos entón:

( ) ( )f inversa de f f f x f f x x− − −⇔ = =1 1 1
� �( ) ( )

Exemplo: Para a función definida no intervalo  a función inversa é , dado que:f x x( ) = 2
[ , )0 ∞ f x x( ) =

( ) ( ) ( )f f x f f x f x x x− − −= = = =1 1 1 2 2
� ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )f f x f f x f x x x�
− −= = = =1 1

2

( ) ( )

Para calcular a inversa dunha función (sempre que exista, para o que é necesario que a función f sexa

inxectiva) pode seguirse o seguinte procedemento:

i) Escribir a igualdade .y f x= ( )

ii) Despexar a variábel x.

iii) Reescribir a expresión anterior, substituíndo y por x e x por .f x−1( )

Exemplo: Para achar a inversa da función :f x
x

x
( ) = +2 3

i) Escribimos:  .y
x

x
= +2 3

ii) Despexamos x: .y
x

x
y x x yx x x y x

y
= +

⇒ = + ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

2 3
2 3 2 3 2 3

3

2
( )

iii) Substituímos: .f x
x

− =
−

1 3

2
( )
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2. FUNCIÓNS ELEMENTAIS 

2.1 Funcións alxébricas 

2.1.1 Funcións polinómicas 

  
 Son as funcións definidas por un polinomio: f x a x a x a x an

n

n

n( ) ...= + + + +−
−

1
1

1 0

Características:  
( )0

( )

Corte co eixo OY: 0,

Para 1 non están limitadas

Non teñen asíntotas

Dom f

a

n

=




≥



ℝ

Particularizamos a continuación o estudo de varios tipos de funcións polinómicas.

 Funcións constantes:    real númeroun ,)( aaxf =

Características:  

( )

( )

Im( ) { }

Corte co eixo OY:  0,

Dom f

f a

a

 =
 =



ℝ

Exemplo: f x( ) = 3

 Funcións lineais (ou de proporcionalidade directa):    ( ) ,f x ax a= ∈ℝ

Características:  
( )

Dom( ) Im( )

Gráfica:  recta pasando por 0, 0

Se a 0 son crecentes

Se a 0 son decrecentes

Non están limitadas, nin teñen extremos

f f= =


 ≥
 ≤



ℝ

Exemplo: f x x( ) = 2

Para , denótase  e chámase función identidade:  a = 1 I x( ) I x x( ) =

 Funcións afíns:    ( ) , ,f x a x b a b= + ∈ℝ

Características:   

( )

Dom( ) Im( )

Gráfica:  recta pasando por 0,  e por 0

Se a 0 son crecentes

Se a 0 son decrecentes

Non están limitadas, nin teñen extremos

f f

-b
b ,

a

= =


 
   

 ≥
 ≤





ℝ

Exemplo: f x x( ) = +2 1
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3

IHxL = x
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 Funcións cuadráticas:   2( ) , , ,f x ax bx c a b c= + + ∈ℝ

Características: 

Dom( )

A gráfica é  unha parábola

Se 0 convexa ,  se 0 cóncava 

En - ,  decrecente
2

se 0 un mínimo

En ,  crecente
2

Para  (vértice) ten: 
2

En - ,
2

se 0 un máximo

f

a a

b

a
a

b

ab
x

a b

a
a

=

> <

 − ∞ 
  > 

−  ∞   = −
− ∞

<

ℝ

∪ ∩

( )

2

2

2

, 0
2

2 2
4 4

, 0 , , 0
2 2

 crecente

En ,  decrecente
2

Corte con OY:  0

4 0  non ten

Corte con OX: 4 0

4 0

b

a

b b ac b b ac

a a

b

a

, c

b ac

b ac

b ac

−

− + − − − −
















  

 
−    ∞    



 − < ⇒

  − = ⇒  

 
    
    − > ⇒

   
   























Exemplos: 
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2.1.2 Funcións racionais 

 As funcións racionais son cocientes de funcións polinómicas:  f x
Q x

P x
( )

( )

( )
=

{ }( ) ( )Dom f Raíces de Q x= −ℝ

Características: Á parte do dominio, que para todas as funcións racionais está formado por todos os
números reais menos aqueles nos que se anula o denominador, non é doado establecer características
xerais para estas funcións pois, como pode observarse nos seguintes exemplos, teñen comportamentos
moi variados :
Exemplos: 

 Para o caso particular de  e , temos a función:P x k( ) = ≠ 0 Q x x( ) =

, chamada función de proporcionalidade inversa.f x
k

x
( ) =

2.1.3 Funcións irracionais 

 As funcións irracionais son as que aparece un polinomio ou fracción alxébrica dentro dunha raíz:

 f x
P x

Q x
n( )
( )

( )
=

P(x)
Valores non negativos de se n par

Q(x)

Raices de Q(x) se n impar

( )Dom f = −




ℝ

 A función irracional máis sinxela é   ( )f x x= +
.( ) [0, )Dom f = + ∞
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2.2 Funcións exponenciais 

 Función exponencial de base a:  f x a a ax( ) ,= > ≠0 1 e 

Propiedades: 

 .Dom( )f = ℝ
 .( )Im( ) 0,f += = ∞ℝ

 Corte co eixe OY: .( )0 1,

 A recta  é unha asíntota horizontal.y = 0

 Non é simétrica nin periódica.

 
1 estritamente crecente

0<a<1 estritamente decrecente

a > ⇒


⇒
 Non ten máximos nin mínimos.

A función exponencial con máis utilidades prácticas (medidas de probabilidade, evolución da

poboación, desintegración radioactiva, ...) é a función exponencial de base o número e :

.f x ex( ) =

2.3 Funcións logarítmicas 

2.3.1 Logaritmos. Propiedades 

 Denomínase logaritmo en base a dun número x, , o expoñente ao que cómpre elevar a baseloga x

a para obter x, é dicir:      loga

yx y a x= ⇔ =

 Propiedades dos logaritmos:

P1. loga1 0=
Demostr.- Dedúcese da propia definición de logaritmo,

xa que  .a0 1=

P2. loga a = 1

Demostr.- Dedúcese da propia definición de logaritmo,

xa que .a a1 =

P3. ( )log log loga a ax x x x⋅ ′ = + ′
Demostr.- Sexan , porlog , loga ax y x y= ′ = ′
definición de logaritmo temos:

 
log

log

a
y

a
y

y y y yx y a x

x y a x
x x a a a

= ⇔ =

′ = ′ ⇔ = ′






⇒ ⋅ ′ = ⋅ =

′
′ + ′

polo que:

.( )log log loga a ax x y y x x⋅ ′ = + ′ = + ′

P4. log log loga a a

x

x
x x

′
= − ′

Demostr.- Sexan log , loga ax y x y= ′ = ′

log

log

a
y

a
y

y

y

y yx y a x

x y a x

x

x

a

a
a

= ⇔ =

′ = ′ ⇔ = ′






⇒

′
= =

′ ′
− ′

polo que: .log log loga a a

x

x
y y x x

′
= − ′ = − ′

P5. log loga
n

ax n x=
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Demostr.- Dedúcese da propiedade P2:

log log ...

log log ... log log

)

a
n

a

n veces

a a a a

x x x x

x x x n x

= ⋅ ⋅ ⋅








 =

= + + + =

P6. log loga
n

ax
n

x=
1

Demostr.- Dedúcese da igualdade: .x xn n=
1

P7. Cambio de base: log
log

logb

a

a

x
x

b
=

Demostr.- Sexan , porlog , loga bx y x z= =

definición de logaritmo temos: 
a x

b x
a b

y

z

y z=

=






⇒ =

entón, 

log log log log loga a
z

a b ax b z b x b= = ⋅ = ⋅

de onde, .log
log

log
b

a

a

x
x

b
=

A fórmula de cambio de base permítenos, coñecidos os logaritmos nunha base determinada, calcular

os logaritmos noutra base calquera.

Exemplo: .log , log log2 2 321024 10 32 5 1024
10

5
2= = ⇒ = =

2.3.2 Logaritmos decimais e logaritmos neperianos 

 Os logaritmos máis utilizados son de base 10  e os de base o número e:

 logaritmos decimais.log log10 x x=

 logaritmos neperianos.  Reciben este nome, porque o matemático John �éperlog lne x x=
(1550-1617) foi o primeiro en utilizar os logaritmos.

2.3.3 Función logarítmica 

 Función logarítmica en base a:    f x xa( ) log=

Propiedades: 

 .( )Dom( ) 0,f += = ∞ℝ

 .Im( )f = ℝ
 Corte co eixe OX: .( )1 0,

 A recta  é unha asíntota vertical.x = 0

 Non é simétrica nin periódica.

 
1 estritamente crecente

0<a<1 estritamente decrecente

a > ⇒


⇒
 Non ten máximos nin mínimos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5
f HxL= log2x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

f HxL= Log 1ÅÅÅÅ2
x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5
f HxL= ln x
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sen α =  cos α =  
y

r

x

r

tanα = sen
2
 α +cos

2 
α =

y

x
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-1
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0.5
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2.4 Funcións trigonométricas 

 

 Función seno:  f x x( ) = sen

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

3

4

π
π

5

4

π 3

2

π 7

4

π 2
π

f(x) = sen x 0
1

2
2

2

3

2
1 2

2
0 − 2

2
-1 − 2

2
0

Propiedades:

 Dom( )f = ℝ
 .[ ]Im( ) ,f = −1 1

 Corte co eixe OY: .( )0 0,

 É simétrica impar.
 É periódica con período 2π.

 No intervalo  corta o eixe OX[ ]0 2, π
en: ( ) ( ) ( )0 0 0, , ,π π e 2 , 0

 No intervalo  é:[ ]0 2, π
3

En 0  e 2  estritamente crecente
2 2

3
En , estritamente decrecente

2 2

, ,

 

π π π

π π

    
   

    


 
   

 No intervalo  ten: [ ]0 2, π









=

=

mínimoun  
2

3
En 

máximoun  
2

En 

π

π

x

x

 Función coseno:  f x x( ) = cos

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

3

4

π
π

5

4

π 3

2

π 7

4

π
2 π

f(x) = cos x 1 3

2

2

2

1

2
0 − 2

2
-1 − 2

2
0 2

2
1

π
����
2

π 3 π
��������
2

2 π

-1

-0.5

0.5

1
fHxL = sen x

π
����
2

π 3 π
��������
2

2 π

-1

-0.5

0.5

1
fHxL = cos x
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Propiedades:

 .Dom( )f = ℝ

 .[ ]Im( ) ,f = −1 1

 Corte co eixe OY: .( )0 1,

 É simétrica par.

 É periódica con período 2π.

 No intervalo  corta o eixo OX en:[ ]0 2, π

π π
2

0,


















 e 

3

2
, 0

 No intervalo  é:[ ]0 2, π

( )
( )

En 0,  estritamente decrecente

En , 2 estritamente crecente 

π
π π





 No intervalo  ten:[ ]0 2, π

 




=
==
mínimoun  En 

máximoun  2 e 0En 

π
π

x

xx

 Función tanxente:  f x x( ) = tan

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

3

4

π
π

5

4

π 3

2

π 7

4

π
2 π

f(x) = tan x 0 3

3
1 3 --- -1 0 1 --- -1 0

Propiedades:

 .Dom( ) / ,
2

f x x k k
π π = − ∈ = + ∈ Ζ 

 
ℝ ℝ

 .( )Im( ) ,f = −∞ ∞

 Corte co eixe OY: .( )0 1,

 É simétrica impar.

 É periódica con período π.

 No intervalo  corta o eixe OX en:[ ]0, π

( ) ( )0 0,  e , 0π

 É crecente en todo o seu dominio.

 Non ten máximos nin mínimos.

 Ten asíntotas verticais nos puntos da forma:

x k n= + ∈π π
2

, Ζ

π
����
2

π 3 π
��������
2

2 π

-10

-5

5

10
fHxL = tan x
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a X

f(x)

d

a X

f(x)

e

a X

f(x)

l

3 LÍMITES DE FUNCIÓNS 
 

3.1 Concepto de límite 

 
 Dise que  d é o límite pola dereita da función  no punto ,f x( ) x a=

cando ao tomar  x  valores maiores que  a  cada vez máis próximos a  a , a
función toma valores que tenden a  d.

�otación:

x a

f x d
→ +

=lim ( )

Exemplo:  lim
x

x

→ +
=

1
2 2

x 1,5 1,2 1,1 1,01 1,001 1,0001 1,00001 → 1 
f(x) 2,82842712 2,29739670 2,14354692 2,01391110 2,00138677 2,00013863 2,00001386 → 2 

 Dise que e  é o límite pola esquerda da función  no puntof x( )
, cando ao tomar  x  valores menores que  a  cada vez máis próximosx a=

a  a , a función toma valores que tenden a  e. 

�otación:

x a

f x e
→ −

=lim ( )

Exemplo:  lim
x

x
→ −

=
2

3 8

x 1,5 1,9 1,99 1,999 1,9999 1,99999 1,999999 → 2 
f(x) 3,375 6,859 7,880599 7,98800599 7,99880005 7,99988000 7,99998800 → 8 

 Dise que l é o límite da función

  no punto , cando aof x( ) x a=
tomar x valores cada vez máis
próximos a  a, a función toma valores
que tenden a  l.

�otación:
x a

f x l
→

=lim ( )

 Para que unha función teña
límite nun punto é necesario e
suficiente que teña límite pola
dereita e pola esquerda nese punto,
e que estes coincidan, é dicir:

x a x a

f x l f x
→ →+ −

= =lim lim( ) ( )

Exemplo:  lim
x

x
→−

=
2

2 4

x -2,5 -2,1 -2,01 -2,001 -2,0001 → -2 ← -1,9999 -1,999 -1,99 -1,9 -1,5 

f(x) 6,25 4,41 4,0401 4,00400 4,00040 → 4 ← 3,99960 3,99600 3,9601 3,61 2,25 

 Unha definición máis formal de límite  dunha función nun punto , sería a seguinte:f x( ) x a=

( )lim ( ) 0 0 / , , ( )
x a

f x l x a a x a f x lε δ δ δ ε
→

= ⇔ ∀ > ∃ > ∈ − + ≠ ⇒ − <
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3.2 Límites infinitos. Límites no infinito

 Dise que o límite da función  cando  é  , , cando ao tomar x valoresf x( ) x a→ ∞ lim ( )
x a

f x
→

= ∞

cada vez máis próximos a  a, a función toma valores que crecen ilimitadamente. 

 Dise que o límite da función  cando  é  , , cando ao tomar xf x( ) x a→ −∞ lim ( )
x a

f x
→

= −∞

valores cada vez máis próximos a  a, a función toma valores que decrecen ilimitadamente.

 Dun xeito máis formal:  
( )

( )
lim ( ) 0 / , ( )

lim ( ) 0 / , ( )
x a

x a

f x M x a a f x M

f x m x a a f x m

δ δ δ

δ δ δ
→

→

= ∞ ⇔ ∀ ∈ ∃ > ∈ − + ⇒ >

= −∞ ⇔ ∀ ∈ ∃ > ∈ − + ⇒ <

ℝ

ℝ

Exemplos: 
( )

lim
x x→ −

= ∞
1 2

1

1

x 0,5 0,9 0,99 0,999 0,9999 → 1 ← 1,0001 1,001 1,01 1,1 1,5 

f(x) 4 102 104 106 108 → ∞ ← 108 106 104 102 4 

: lim ln| |
x

x
→

= −∞
0

x -0,5 -0,1 -0,01 -0,001 0,0001 → 0 ← 0,0001 0,001 0,01 0,1 0,5 

f(x) -21,3 -781,3 -6250,5 -21096 -50004 → ∞ ← -50004 -21096 -6250,5 -781,3 -21,3 

 Dise que l é o límite da función  cando , , se ao tomar  x  valores cadaf x( ) x → ∞ lim ( )
x

f x l
→∞

=

vez máis grandes, a función toma valores que se aproximan a l. 

 Dise que l é o límite da función  cando , , se ao tomar  x  valoresf x( ) x → −∞ lim ( )
x

f x l
→−∞

=

cada vez máis pequenos, a función toma valores que se aproximan a l.

 Dun xeito máis formal:  
lim ( ) 0 / ( )

lim ( ) 0 / ( )
x

x

f x L M x M f x L

f x l m x m f x l

ε ε

ε ε
→∞

→−∞

= ⇔ ∀ > ∃ ∈ > ⇒ − <

= ⇔ ∀ > ∃ ∈ < ⇒ − <

ℝ

ℝ

Pode ocorrer que os valores  L e l  sexan iguais ou distintos, e que un deles non exista ou que non exista
ningún dos dous. 

Exemplos: A función  non ten límite en   nin enf x x( ) cos= ∞
, non temos máis que observar a súa gráfica:  −∞

 lim lim
x x

x

x

x

x→∞ →−∞

+
+

= = +
+

3 1

1
3

3 1

1
lim lim
x

x

x

x

→∞ →−∞
= ∞ ≠ =2 2 0
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3.3 Cálculo de límites 

3.3.1 Límites e operacións con funcións 

 Un límite é determinado cando ao calcular o límite de cada termo da función, os resultados obtidos

teñen sentido coas operacións de números reais. No caso contrario, dise que é indeterminado.

Indeterminacións: 
0 00

, 0 , , , 1 , , 0
0

∞∞∞ − ∞ ⋅∞ ∞
∞

Límites e operacións con funcións

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

± = ±

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅

lim
( )

( )

lim ( )

lim ( )x a

x a

x a

f x

g x

f x

g x→

→

→









 =

( ) ( )lim ( ) lim ( )
( )

lim ( )

x a

g x

x a

g x

f x f x
x a

→ →
= →
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3.3.2 Cálculo de límites determinados

 Na práctica, para calcular límites determinados, facemos a substitución de x por a e efectuamos as

operacións necesarias, segundo as normas resumidas nas táboas.

Exemplos:  

( ) ( ) ( ) ( )lim
x

x x x
→−

+ − = − + − − − =
2

3 2 3 2
4 5 2 4 2 5 2 18

lim
x

x

x→

+ = + = +∞
0 2

2 0 2

0

lim
x

xx x

x→

∞

+

− +
+









 = − +

+








 = 






 =

0

2
1 1

03 5 1

2

0 0 1

0 2

1

2
0

lim
x x x→∞ + +

=
∞ + ∞ +

=
∞

=5

2 3

5

3

5
0

2

lim
x

x

→
− ∞

+
= = = ∞

1

1

1

1

04 4 4

4cos 4cos 4
lim

1 cos 1 cos 0x

x x

xπ

π π π
π→

− − += = = ∞
+ +

3.3.3 Cálculo dalgúns límites indeterminados

3.3.3.1 Límites de funcións polinómicas

 Cando os coeficientes dun polinomio teñen distinto signo se queremos calcular o límite cando

 prodúcese unha indeterminación do tipo , que é moi fácil de resolver, tendo en contax± → ∞ ∞ − ∞
o seguinte: o límite sempre vale  ou , dependendo o signo do monomio de maior grao.∞ −∞
Exemplos: , ,lim ( )

x
x x x

→∞
− − − = ∞3 25 20 12 lim ( )

x
x x x

→∞
− − + − = −∞2 4 3 405 4

, lim ( )
x

x x x
→−∞

+ + = −∞3 23 6 lim ( )
x

x x x
→−∞

− − − = ∞4 25 2

3.3.3.2 Límites de fraccións alxébricas

 Para os límites de funcións racionais, , que se obtén unha indeterminación do tipo lim
( )

( )x a

P x

Q x→

0

0

simplificamos a fracción dividindo numerador e denominador por :x a−

Exemplo: lim lim lim
x x x

x x x

x

x x x

x

x

x

x x

x→ → →

− +
−

=

− +
−
−
−

= −
+

= −
+

= −
1

3 2

2 1

3 2

2 1

26 5

1

6 5

1

1

1

5

1

1 5

1 1
2

 Se , temos unha indeterminación do tipo , neste caso aplicamos o seguinte resultado:a = ∞ ∞
∞

Se , entón f x
P x

Q x

a x a x a

b x b x b

n

n

n

n

m

m

m

m
( )

( )

( )

...

...
= = + + +

+ + +
−

−

−
−

1

1

0

1

1

0

lim ( )
x

n

m

f x

se n m

a

b
se n m

se n m

→±∞
=

±∞ >

=

<











0

Exemplos: lim , lim , lim
x x x

x x

x x x

x x

x x x

x x

x x→∞ →∞ →∞

− +
+ + +

= ∞ +
− + +

= + +
+

=3 2 1

5 4 1

3

2 6 4 1

3

2

4 2 1
0

4

3 2

4

4 2

2

4
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3.3.3.3 Límites exponenciais. O número e 

 O número e pode definirse como: , para conseguir unha aproximacióne
xx

x

= +







→∞
lim 1

1

de e (é un número irracional) non temos máis que darlle a x un valor moi grande e substituír na

expresión , por exemplo para   obtemos unha aproximación de  e coas cinco1
1+







x

x

x = 1000000

primeiras cifras decimais correctas: e = 2 71828. .....

A partir da definición do número e podemos resolver moitos límites con indeterminación do tipo :1∞

Exemplo: .lim ( .) lim
x

x

x

x

x
Ind

x x
e e

→∞

+
∞

→∞
+







 = = +



















 +







 = × =1

1
1 1

1
1

1
1

3 4
3

4
3 4 3

 Tamén se verifica: , resultado que nos permitelim ( ) lim
( )

( )

x a x a

h x

h x e
h x→ →

= ∞ ⇒ = +







1

1

resolver outras moitas indeterminacións do tipo :1∞

Exemplos: ( )lim ( .) lim , lim
x

x

x
x

x

x
x Ind e

x→

∞

→ →
+ = = +















= = = ∞
0

2
1

5

0 1

5

1

5

0 2
1 5 1 1

1 1

5

1

0

2

2

2

( )lim ( .) , lim
x

x x

xx x
Ind e x x

→∞

+ +
∞

→∞
+

+ +








 = = + + = ∞1

1

3 2
1 3 2

3 2

3 2
3 2

3 2

3.3.3.4 Exemplos doutras indeterminacións

Exemplo 1: ( )lim ( .) lim lim
( )( )

lim( )
x x x x

x
x

Ind
x

x

x x

x
x

→ → → →
−

−
= × ∞ = −

−
= + −

−
= + =

2

2

2

2

2 2
4

1

2
0

4

2

2 2

2
2 4

Exemplo 2: lim ( .) lim lim
x x xx x

Ind
x x

x

x

x→ → →+ + +
−







 = ∞ − ∞ = − = − = − = −∞

0
3

0

3

4
0

2

3

4 2

3

12 2

3

12 2

3

2

0

Exemplo 3:  ( ) ( )( )
( )

( )

lim ( .) lim

lim

x x

x

x x Ind
x x x x

x x

x x

x x

→∞ →∞

→∞

− − + = ∞ − ∞ =
− − + − + +

− + +
=

= − − −
− + +

= −
∞

=

3 5
3 5 3 5

3 5

3 5

3 5

5
0
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4 CONTINUIDADE 
 

4.1 Funcións continuas 

4.1.1 Introdución 
 Consideremos dous feitos  moi relacionados coa vida diaria de calquera persoa: o

consumo de electricidade e os pasos de teléfono:

Ao acender unha lámpada ponse en marcha o contador, e  de forma continua,

vai marcando a enerxía consumida, que será proporcional ao tempo en que a lámpada

estea acesa. A fórmula da función consumo será da forma   f t k t( ) = ⋅
 e a gráfica será unha recta

Ao chamar por teléfono a outra cidade, cada minuto o contador marca

cinco pasos.  Neste caso a gráfica da función gasto será de tipo graduado. E terá a

seguinte expresión analítica: ,  [ ]f t E t( ) ( )= ⋅ +5 1

onde E (t) é a parte enteira do tempo medido en minutos.

Observemos o que ocorre no minuto 3 de cada caso:

  No consumo de electricidade, ao incrementar o tempo unha cantidade h, o incremento será , e sef h f( ) ( )3 3+ −
h se aproxima a 0, tamén o incremento do gasto será pequeno e se nos fixamos na gráfica deducimos a igualdade:

 e dicimos que a función é continua no punto de abscisa 3.( )lim ( ) ( )
h

f x h f
→

+ − =
0

3 0

 Ao realizar o mesmo razoamento con respecto ao gasto de teléfono, no minuto 3 observamos que, por moi  pequena que

sexa a variación positiva do tempo, os pasos marcados increméntanse en cinco unidades polo menos: en 3 a gráfica presenta

un salto, polo que dicimos que a función non é continua no punto de abscisa 3.

4.1.2 Definición de función continua nun punto 
A idea de continuidade exprésase dunha forma exacta por medio do concepto de límite, de tal

maneira que pode darse esta definición:

 Unha función  f (x) é continua nun punto  x = a, se  nese punto o límite da función é igual ao valor

da función nese mesmo punto.

 Segundo a definición, para que unha función sexa continua é necesario:

i)   Que a función estea definida en x = a:   a Dom f∈ ( )

ii)  Que exista o limite da función en x = a e que sexa finito:   ∃
→
lim ( )
x a

f x

iii) Que o límite coincida co valor da función en x = a: lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=

 Dun xeito moi pouco científico, pero moi intuitivo, poderiamos definir unha función continua como

aquela da que podemos debuxar a súa gráfica sen erguer o lapis do papel.

 De forma análoga a como definimos o límite podemos definir a continuidade dun xeito formal:

f(x) continua en   x a= ⇔ ∀ > ∃ > ∈ − + ⇒ − <ε δ δ δ ε0 0 / ( , ) ( ) ( )x a a f x f a
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4.1.3 Continuidade e operacións con funcións 

 A suma alxébrica de funcións continuas é tamén unha función continua.

 O produto de funcións continuas é tamén unha función continua.

 A potencia de expoñente natural dunha función continua é tamén unha función continua.

 O cociente de dúas funcións continuas é tamén unha función continua, agás para os valores da

variábel que anulan o denominador.

4.1.4 Exemplos de funcións continuas 

Non hai máis que observar a súa gráfica para ver que:

 A función constante

é continua en todo . ℝ

A función identidade

é continua en todo .ℝ

 As funcións polinómicas

son continuas en todo .ℝ

 As funcións sen e cos son continuas en

todo .ℝ

 As funcións exponenciais son continuas en

todo .ℝ

 As funcións logarítmicas son continuas en

.
+
ℝ
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a X

f(x)

a X

f(x)

OO

Descontinuidade de salto infinito

a X

f(x)

a X

f(x)

f(a)f(a)

OO

Descontinuidade evitábel

a X

f(x)

a X

f(x)

f(a)f(a)

OO

f(a)

 Descontinuidade de salto finito 

4.2 FTipos de descontinuidades 

 
 Se unha función non verifica algunha das condicións de continuidade, dise que é descontinua. 

Segundo que condición non cumpran poden darse diversos tipos de descontinuidades:

i) Descontinuidade evitábel,

 cando   e ∃
→
lim ( )
x a

f x

   ou lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

≠ a Dom f∉ ( )

Exemplo:  , non é continua enf x
x ax

x a
( ) = −

−

2

 porque a función non está definida nese punto,x a=
é dicir .a Dom f∉ ( )

Aquí a descontinuidade afecta a un só punto, polo tanto se introducísemos ou modificásemos, segundo

o caso, o valor de  para facelo igual a , a descontinuidade xa non existiría, por iso sef a( ) lim ( )
x a

f x
→

chama evitábel.

ii) Descontinuidade de salto finito,  

 e  ,  p e r o∃
→ −
lim ( )
x a

f x ∃
→ +
lim ( )
x a

f x

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →− +

≠

Exemplo:   , non éf x
x se x a

x se x a
( ) =

+ <
+ ≥





1

3

c o n t i n u a  e n   p o r q u ex a=
lim ( ) lim ( )
x a x a

f x a a f x
→ →− −

= + ≠ + =1 3

Neste tipo de descontinuidade o valor de  pode coincidir cun dos límites laterais ou non, ouf a( )

mesmo pode non existir.

iii) Descontinuidade de salto infinito,

 ou /∃
→ −
lim ( )
x a

f x /∃
→ +
lim ( )
x a

f x

Exemplo: ,  non é continua enf x
x a

( ) =
−
1

 porque  x a= lim ( )
x a

f x
→

= ±∞

Esta descontinuidade tamén se chama asintótica, debido a que a recta  é unha asíntota verticalx a=
para a función .f x( )
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O bcd

M= f(c)
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4.3 Continuidade en intervalos cerrados 

4.3.1 Continuidade en intervalos 

 

 Dise que unha función  é continua nun intervalo I cando é continua en todos os puntos dof x( )

intervalo.

Esta definición non presenta ningunha dúbida cando o intervalo é aberto, , porque os( )I a b= ,

extremos ou puntos fronteira non pertencen ao intervalo e polo tanto non hai que estudar a súa

continuidade. No caso de intervalos cerrados, , os puntos fronteira pertencen ao intervalo[ ]I a b= ,

e temos entón que dicir que significa que sexa continua neses puntos:

Unha función , definida só no intervalo , dise que é continua (pola dereita)f x( ) [ ]I a b= ,

no punto  se   x a= lim ( ) ( )
x a

f x f a
→ +

=

Unha función , definida só no intervalo , dise que é continua (pola esquerda)f x( ) [ ]I a b= ,

no punto  se   x b= lim ( ) ( )
x b

f x f b
→ −

=

Exemplo: A función  só está definida no intervalo ,f x x x( ) = − + −2 6 5 [ ]1 5,

nos puntos interiores do intervalo é continua (raíz cadrada de números positivos),

miramos a súa continuidade nos puntos fronteira:

 

lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

x

x

x x f f x x

x x f f x x

→

→

+

−

− + − = = ⇒ =

− + − = = ⇒ =

1

2

5

2

6 5 0 1 1

6 5 0 5 5

 continua en 

 continua en 

4.3.2 Teorema de Weierstrass 

 

 As funcións continuas nun intervalo cerrado posúen unha importante

propiedade, que é a recollida no seguinte teorema:

Teor.-(Weierstrass) i) Se unha función  é continua nun intervalof x( )

cerrado , entón existe alomenos un punto   onde[ ]a b, [ ]c a b∈ ,

 alcanza o valor máximo .f x( ) M f c= ( )

ii) Se unha función  é continua nun intervalo cerradof x( )

, entón existe alomenos un punto   onde [ ]a b, [ ]d a b∈ , f x( )

alcanza o valor mínimo .m f d= ( )

 Os resultados anteriores poden semellar obvios, pero se falla

algunha das dúas condicións (a función non é continua ou o intervalo

non é cerrado) o resultado é en xeral falso, como pode observarse nas

dúas últimas gráficas.

-1 1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3
fHxL ="############################

-x2+6 x-5
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4.3.3 Teorema do valor medio 

 

 A idea intuitiva de que as funcións continuas “non dan saltos” reflíctese na

propiedade expresada no seguinte teorema:

Teor.-(TVM) Se unha función  é continua nun intervalo cerradof x( ) [ ]a b,

e k é calquera número comprendido entre  e , entón existef a( ) f b( )

alomenos un punto  tal que .[ ]c a b∈ , f c k( ) =

 O TVM asegura a existencia dalgún punto c no que a función  toma o

valor k, pero non di que exista só un, como pode observarse na segunda

gráfica.

4.3.4 Teorema de Bolzano 

 

 O TVM é particularmente útil cando os valores  en a e b teñen signos opostos, xa sexaf x( )

 e  ou á inversa. As dúas situacións resúmense dicindo que .f a( ) > 0 f b( ) < 0 f a f b( ) ( )⋅ < 0
Xa que o valor 0 é intermedio aos valores  e , o TVM proporciona un método moi eficazf a( ) f b( )

para localizar ceros de , é dicir puntos x nos que .f x( ) f x( ) = 0
A seguinte propiedade ten unha aplicación moi importante nos métodos numéricos de

resolución de ecuacións da forma :f x( ) = 0

Teor.-(Bolzano) Se unha función  é continua nun intervalo cerrado  e, ademais,f x( ) [ ]a b,

, existe alomenos un punto  tal que .f a f b( ) ( )⋅ < 0 ( )c a b∈ , f c( ) = 0

 O teorema de Bolzano non di que exista un só punto c que verifique , como podef c( ) = 0
observarse na terceira gráfica.

Exemplo: Dada a ecuación , considerando a función  temos quex x x3 25 4 20 0+ − − = f x x x x( ) = + − −3 25 4 20

, , entón polo teorema de Bolzanof f f( ) , ( ) , ( )− < − > − >6 0 4 0 3 0 f f f( ) , ( ) , ( )− < < >1 0 1 0 3 0

sabemos que a ecuación ten polo menos unha raíz en cada un dos intervalos: .( ) ( ) ( )− − − −6 4 3 1 1 3, , , , ,

a X

f(x)

O bc

k=f(c)

f(b)

f(a)

a X

f(x)

O bc3

k

f(b)

f(a)

c2c1
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5.3.1
 

Cálculo das asíntotas dunha función

Aíntotas horizontais

5.3.1
 

Aíntotas oblicuas

5.3.1
 

Aíntotas verticais

administrador
Sello

administrador
Máquina de Escribir
Exemplo:

administrador
Máquina de Escribir
Exemplo:

administrador
Máquina de Escribir
Exemplos:

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello

administrador
Sello




