5.1

DERIVADAS

Taxa de variacion media

| Al. Representar graficamente o proceso de enchido dun deposito cilindrico (de 2 m* de base)
supoifiendo un caudal constante (de 10 1/s). Representar sobre o eixe X o volume de liquido e sobre o
eixe Y a altura que alcanza no depdsito.

A2. Aumentar e diminuir a superficie da base para obter depdsitos mais anchos ou mais estreitos
e representar graficamente o proceso. Cando ¢ mais radpido o incremento da altura do liquido no
deposito? Cal ¢ a propiedade da grafica que pode medir este cambio?

A3. Escribir a expresion alxébrica da funcion que relaciona a altura do liquido co volume para
un valor dado da superficie da base e representar esta funcién o mais exactamente posibel. Repetir o
proceso para vasos de varios anchos. Cal ¢ o coeficiente da ecuacion da funcion do que depende o
maior ou menor crecemento da altura do liquido?

| B1. Ao medir cada dous anos a estatura dunha persoa ata os 20 anos, obtivéronse os datos que
expresamos na taboa:

Anos 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
cm 38] 45| 76 107] 120( 129] 136( 150] 178 181] 182

B2. Representar graficamente eses datos. No eixe X a idade e no eixe Y a estatura.

B3. Se o crecemento fora uniforme en todos os anos, jcanto creceria cada ano?

Se o crecemento fora uniforme entre os 16 ¢ os 20 anos, canto
creceria cada ano?

Se o crecemento fora uniforme entre os 2 ¢ os 6 anos, canto
creceria cada ano? f(a)

B4. Como denominarias os resultados de B3.?

{b) S

- Chamamos taxa de variacion media dunha funcion f(x) : a b
correspondente ao intervalo [a, b] (TVM]a, b]) ao cociente

S(b)- f(a)
b-a

¢ dicir, o cociente entre a variacion de f(x) € a variacion de x nese intervalo.

Se chamamos h 4 distancia entre a e b, enton b = a + h, e polo tanto a taxa de variacion media de f(x)
flath)- f(a)
h

no intervalo [a, a+h] seria:

| C1. Representar graficamente as funcions: f(x) =2x+35, f(x) =6x+1, f(x) =x>, f(x)=x

C2. Para as funcions de C1, achar a T.V.M. nos intervalos [-2, 0], [0, 1], [2, 3].
C3. Sacar algunha conclusion dos resultados obtidos en C2.
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3.2

Taxa de variacion instantanea

espazo=e(t)

| Consideremos a funciébn que expresa o espazo 120

percorrido por un corpo en caida libre: 100 ,

— 2
e(t) =49t 80 /

7 . 60 / i

onde t ¢ o tempo en segundos ¢ e(t) o espacio en metros. ‘0
. 20 -
Calcular a TVM (que se corresponde coa velocidade S

media) para os intervalos [0, 1],[1,2], [2,3] e[3,4],0bservar o 1 2 3 4 s
que esta aumenta co tempo. tempo=t

Como poderiamos calcular a velocidade que ten o corpo despois de certo tempo (variacion
instantdnea), por exemplo t =3 s?
3+h)-e(3 493+ h)y -49x 3

e(at+ h)-e(a)

V. instantanea = V;(3) = lhmé

En xeral a V. instantanea para un tempo t = a serd: V(@) = lim
h-0

Def.- Chamamos taxa de variacion instantanea dunha funcion f(x) no instante x = @ ao limite das
taxas de variaciéon media cando os intervalos da varidbel independente son cada vez mais pequenos:

fla+h)- f(a)
h

V(@)= lim

Exemplos: i) Para a funcién f(x) = x” a taxa de variacion media no intervalo [x, X + 4] é:

+h2_ 2 2+2h+h2_ 2
TVMx,x+ h]= & ])1 r o2 xh X - ox+h

polo tanto, a taxa de variacion instantanea para X = a é:
Vi(a)= lhing(Za +h)=2a

ii) Para a funcién f(x) = x° ataxa de variacion media no intervalo [x, x + 4] é:
C(xthy-x 3R 3k B - X
S h h

polo tanto, a taxa de variacion instantanea para X = a é:
Vi(a)= lhir13(3a2 +3ah+ h*)=3a>.

=3x? +3xh + W*

TVM|x, x + h]

iii) Para a funcion f(x) = Jx ataxa de variacién media no intervalo [x,x+ h] é&

Varh-Nx _(xrh-Vx)Vxrhedx)  xen-x h

h h(m+\/;) _h(\/m+\/;) Nx+h+q/x

polo tanto, a taxa de variacion instantanea para X = a é:

TVM|x,x + h]=

1

- . 1 —
Vi) = lhlg}(\/x Y h+ \/E) Todx
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5.3 Concepto de derivada

Def.- Chamamos derivada, f’(a), da funcion f(x) no punto x =a ao valor do limite:

= LD

= Cando non existe este limite dicimos que a funcién non ten derivada no punto x = a.

= A derivada dunha funcién nun punto € un niimero real.

= Tamén podemos definir a derivada da funcion f(x) nun punto como o limite da TVM cando
o a amplitude do intervalo tende a 0, ou tamén como a variacion instantdnea no instante x = a.

= Para que exista derivada dunha funciéon nun punto ¢

necesario, pero non suficiente, que a funcion sexa continua en [f'(a) = f(x) continua en x =a

dito punto. Por exemplo a funciéon f(x) =| x| é continuano | f(x) continua enx =a =5 [f'(a)

punto cero pero non ten derivada nese punto.

M Interpretacion xeométrica da derivada
ling [(x)

[ta h r

[fa hy-1{a

Ltanxente

I{a)

da ath a

Pendente da secante (a, f(a))-(ath, f(ath)): Pendente da tanxente no punto (a, f(a)):
n= L@t n=tin L@ D=/ @

= Da definicion de derivada deducimos que a derivada da funcion f(x) no punto x = a coincide

co valor da pendente da recta tanxente a f(x) no punto (a , f (a)) :
m = lim

i LRI _ p

= Do anterior deducimos que a ecuacion da recta tanxente a grafica da funcioén f(x) no punto

(a, f(a)) sera:  y=f(a)= f'(a)(x—a)

: 1
= A ecuacion da recta normal (perpendicular 4 tanxente) serd: | y— f(a)=—(x—a)

f'(a)

M Interpretacion fisica da derivada
= Se temos a funcion que nos d4 a posicion dun moébil dependente do tempo, a derivada nun instante
t proporcionaranos a velocidade instantdnea do citado moébil nese momento.
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5.4

Exemplo 1: Paraafuncion f(x)=—x? +2x , a derivada no punto x =1 sera: *
0.3
A+ = fQ) _ . —(1+h)? +2(1+h) -1
Py = tim LOED LD~ 20+ =1
h-0 h h-0 h
. —1=h*=2h+242h—1 _ . —h* _
= lim =lim—— =lim(-4)=0
h-0 h h-0 h h-0 D&
Se representamos a funcion vemos que a pendente da recta tanxente, en X =1, vale 0.
-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5
3
fx)=x3-x2+
25 / Exemplo 2: Paraa funcion f(x) = x® —x% +1, aderivadanopuntox =1 &
) ﬁ;’ f'(1)=...=1, entodn as ecuacions da tanxente e normal no punto x =1 son:
~_ // B Ecuacion da recta tanxente:
154 ' _ _
- y=f)=fMx-1) = y=-1=2(x-1) « y=x-1
! ~Fy Ecuacion da recta normal:
ol ) XS 1 1 1.3
/ . yof)= (=] o yol= oo (x o) o pEooak
£'(1) 2 27 2
-0.5 ds 1 15 2 25

0.5

M Outras formas de escribir a derivada dunha funcién nun punto:

= Sefacemos X = a+ h entén h = x — a ,entdbnx — a cando’ — 0 .Substituindo estos valores

S(x)- f(a)
x-a

temos que: f'(a) = lim

X —-a
= Nas ciencias experimentais utilizanse moitas veces taxas de variacién ou incrementos para expresar

. A
as derivadas: f'(a) = gmo b'd

Ax

Funcion derivada. Derivadas sucesivas

® Funcioén derivada

= Se unha funcion ten derivada no conxunto D chdmase funcién derivada (ou, simplemente,
derivada) dunha funciéon f(x) a funcion f’(x) que asocia a cada punto x de D a derivada de f(x) nese
punto (£(x)).

Exemplo: Para a funcion f(x)=x?, a funcion derivada é f'(x)=2x .

W Derivadas sucesivas
= A partir da funcién derivada primeira pddese definir, se existe, tamén a stia derivada, que chamamos

derivada segunda e denotamos por f”‘(x).
Da mesma maneira definense as funcions derivadas terceira, cuarta, ...., enésima, que

denotamos por: f°(x), f*(x), ..., f"(x).

Exemplo: Para a funcion f(x) =x*, f'(x)=3x", f‘(x)=6x, f°(x)=6, f*(x)=f"(x)=...=0.
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6IOPERACIONS E CALCULOS CON DERIVADAS

6.1 Algunhas derivadas fundamentais

Baseandonos na definicion de derivada podemos obter a derivada das seguintes funcions, a
derivada das restantes funcions obtense a partir destas.

6.1.1 Derivada da funcion constante f(x)=k = f'(x)=0

Sx+h)-f(x)_.. k-k__. 0
:hm—:lhm(}Z:O'

Demostr.- lim
70 h -0 h

6.1.2 Derivada da funcion identidade ‘ f(x)=x = f'(x)=1 ‘

+h)- +h- h
Demostr- limLEFXM TS o xHhox b

h-0 h -0 h h-0 h

1
6.1.3 Derivada da funcion logaritmo f(x)=Ilnx = f'(x)= >

f(x+h)- f(x) - Ln(x+ h)- Lnx _

Demostr.- lhlzr(} P lim P
1 x
Ln(x+ h) " C
= fim—— " = im Ln| 1+~ | = lim—Ln| 14— X
- h I x - x , como:h - 0 = o
h h
i '
.1 . 1
lim—Ln| 1+— =—/Ln lim|l 1+ — =—Lne=—
temos que: #-0 x x x B0 x ¥ x.
h h

6.1.4 Derivada da funcion seno | f(x)=sen(x) < f'(x)= cos(x)

S(x+h)- f(x) _ m sen(x + h) - senx _ iy S cosh + cosx senh — senx _
. = = =

Demostr.- lim im
h=0 h-0 h h-0 h
senx (cosh — 1)+ cosxsenh . cosh -1 senh
= lim = lim| senx + cosx = cosx.
h0 h h—0 h h

1.6.1 Analise



6.2

6.3

Operacions con derivadas

6.2.1 Derivada da suma de duas funciéons (f+ g2)'(x)= f'(x)+ g'(x)

Exemplo: (senx + Lnx)'= cosx + — .
X

6.2.2  Derivada do produto dun nimero por unha funcion (kf)'(x)= k(f'(x))
Exemplo: (5x)'=5

6.2.3 Derivada do produto de duas func. (f[g2)'(x)= f'(x)[g(x)+ f(x)[g'(x)

1
Exemplo: (senx [Lnx)'= cosx [(Lnx + senx 3— .
X

S'(x)g(x) - f(x)E'(x)
g’ (x)

6.2.4 Derivada do cociente de duas funciéns (ij (x)=

1
cosx Lnx - senx I
X

(Lnx)

Exemplo: ( senxj =

Lnx

6.2.5 Derivada de funciéns compostas (go f)'(x)= g'(f(x))[f'(x). (Esta igualdade
cofiécese co nome de regra da cadea).

1
Exemplo: (sen(Lnx))'= cos(Lnx)d— .
X

Teorema.- (Regra da cadea) Se f ¢ unha funcidn derivable en x e g € derivable en f(x) , entén a
composicion gof é derivable en x. Ademais verificase a formula (go f)'(x) = g'(f(x))[ f'(x).

Derivacion logaritmica

W Hai ocasions en que o calculo da derivada dunha funcion simplificase derivando o logaritmo
neperiano da mesma. A este proceso chamamoslle derivacion logaritmica.
E especialmente util para funcions do tipo h(x) = f(x)® :

h(x) = f(x)* = Inh(x)=g(x)0n f(x),

h'(x) _ '(x)
) =g'(x).In f(x)+g(x) )

B(x) = h(x)(g (@).In £ (x) + g(x) B%J Sy [g )-Inf(x)+ () Gf'(( )j

derivando temos , de onde:

sen x

Exemplo: f(x)=x

f(x)—cosxD}nx+seanll—:>f( )—cosxD]nx+seanll—:

In f(x)=senxInx =
(x) X x° by

X

= f'(x)=x*"" (cosx (In x +sen x Ell—j
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6.4 Taboa de derivadas

TABOA DE DERIVADAS
Funcion Derivada Funcion Derivada
f(x)=k f'(x)=0 S(x)=klg(x) S'(x)=klg'(x)
S(x)=x" f1(x)=nk" f(x)=(gx)" | f'(x)=n0gx)"".g'(x)
f@=inx | fw=~ || 1= e = £
x g(x)
f)=log,x | (0= Tlog,ef] 100=log, 80 | S0= (( iog, ¢
f(x)=¢" fl(x)=¢€ f(x)= e f'(x) = e ' (x)
f(x)=a f'(x)=a" na f(x)=a*” f'(x) = a* g'(x) Lna
f(x)=senx Sf'(x) = cosx J(x) =seng(x) J'(x) = g'(x) [dosg(x)
S(x) = cosx J'(x) = —senx f(x)=cosg(x) | f'(x)=g'(x)W—seng(x))
) =arcsenz | ()= ———= || fo0 =areseng | = D
V1-x° V1-g°(x)
f) =arceosx | F(x)= ||| £ =arccosgy | o= 2L
V1-x? V1= g%(x)
S (x)=arctanx | f'(x)= 1 +1 f(x) =arctang(x) f'(x)= %
11.6.3 Analise



7.1

APLICACION DAS DERIVADAS AO ESTUDO LOCAL DE

FUNCIONS

Crecemento e decrecemento

M A recta tanxente a unha curva nun punto X = @ crece ou
decrece segundo sexa a stia pendentem = f'(a)> 0 ou
m= f'(a)<0.Como a grafica de f(x) cerca dese punto
€ moi proxima arecta tanxente, ¢ de supofier que o signo de

f’(a) determine o crecemento da funcion.

Teor.- Sexa f(x) unha funcion ten derivada en a:
i) f'(a)>0= f(x) éestritamente crecente en a.
ii) f'(@)<0= f(x) ¢éestritamente decrecente en a.

Demostr.-i) Se f'(x)>0 = limM> 0= S~ fla) >0

x-a X —a X—a

(para todos os x dun entorno de a) =

{f(x)>f(a), cando x > a
—
f(x)<f(a), cando x<a

N

} = f(x) estrit. crecente en a. I

c.q.d.

i) Se f'(x) <0 = 1imM< 0= J) — fa)
T xX—a xX—a
todos os x dun entorno de a) =

f(x) >f(a), cando x<a
f(x)<f(a), cando x> a

<0 (para

} = f(x) estrit. decrecente en a.

c.q.d.

= (Consecuencia do anterior:

Se f'(x)>0, OxO(a, b)= f(x) ¢ estritamente crecente en (a, b)
Se f'(x) <0, OxO(a, b)= f(x)éestritamente decrecente en (a, b)

f'(x)<0, para x<2

que verifica:
{f'(x)>0, para x>2

Estritamente decrecente en (—, 2)

Estritamente crecente en (2,)

enton a funcion f(x) é: {

1.7.1

Exemplo: A funcion f(X) = x” = 4X ten como derivada a funcién f'(x)=2x-4,

Andlise



7.2

Maximos e minimos relativos

vvvvv

f'(x)=0.

Teor.- Se f(x) ten derivada en a e ten en ¢ un maximo ou un minimo, entén /

Demostr.- Suponamos que f(x) ten un méaximo en a (para o0 minimo a
demostracion € andloga).
Por ser f(a) maximo para un h>0 suficientemente pequeno verificase que

fla+th)- f(a) flarh)=-f(@) _, B
h h -

<0, entéon lim
h-0*

Por ser f{a) méximo para un h<0 suficientemente pequeno verificase que

hﬁr(l)lf(mhz-f(a)zo

2 0, entén

fla+th)- f(a)
h

lim
h-0"

lim
h- 0"

fla+h)-f@) _,. fla+h=f@ _ . fla+h)-[(a)
h h h

Como [J'(a), existe o limite lhlrrol

enton temos

g LOT LD oy ST

St f@ far )= f@) L far - @)
ho0 h s h s h

= lhiﬁ%f(aw;z_f(a) =0 ['(a)=0

c.q.d.

Teor.-
Se f'(a)=0e f"(a)<0= f(x) ten un miximo relativo en a.

Se f'(a)=0e f"(a)>0= f(x) ten un minimo relativo en a.

\

<0 >0

Demostra.- (Ver debuxo)

d

Exemplo: A funcién f(x)=2x" —15x> +24x ten como funcién derivada

: fl(x)=6x" =30x+24 , 6x2—30x+24:0:>x2_5x+4:0:{x1:4
TN i
/ Fi=iax-30 =)/ W=18<0= Max: (LID
7 FU4)=18>0= Min: (4,-16)

1.7.2 Andlise



7.3 Convexidade e concavidade. Puntos de inflexion

Def.- Unha funcién f{x) é convexa nun punto a, se existe un arco de curva que \

esta, completamente, por encima da tanxente 4 curva en a.

Def.- Unha funcion f{x) é convexa nun intervalo (a, b), se Uc,d [(a, b) o
segmento que une os puntos (c, f(¢)) e (d, f(d)) queda por encima da grafica de f(x).

Def.- Unha funcién f(x) é concava nun punto a, se existe un arco de curva que estd, completamente,

por debaixo da tanxente 4 curva en a.

Def.- Unha funcion f{x) é céncava nun intervalo (a, b), se Uc,d (a,b) o
segmento que une os puntos (c, f(c)) e (d, f(d)) queda por debaixo da grafica de f(x).

Teor.-
Se £(x) ten derivada en (a,b) e f"(x)>0,x(a, b), entdn f(x) é convexa en (a, b).
Se f(x) ten derivadaen (a,b) e f"(x)<0,[x[(a, b), entdn f(x) é concava en (a, b).
Concava Exemplo: Para a funcién f(x)= -x* + 6x* +12x + 10 temos:
1y 1) =-3x2 +12x +12 = [(x) = =6x +12
| Conve \1 Para x <2 = f'"(x)> 0= f(x)convexa no intervalo (—®,2)
\ Para x > 2= f"(x)< 0= f(x)concava no intervalo (2, )

Def.- Unha funcion f{x) ten un punto de inflexion en a, se a tanxente a curva en

dito punto corta & grafica de f(x).

= Consecuencia: se a funcion f(x) ten un punto de inflexién en a, entdn nese punto

f(x) cambia de convexa a concava ou ao revés.

Teo.- i) Se f(x) ten un punto de inflexionena e [f "(a) = f"(a)=0.

i1) Se " *(a) = 0 e a seguinte derivada non nula en a ¢ de orde impar = f(x) ten un punto de

inflexion en a.

= (Consecuencia:

Se f"(a)=0e f"(a)#0 = f(x) ten un punto de inflexion en a.

Exemplo: Para a funcién f(x) = x* - 6x* temos:
f1(x)=3x"-12x= f"(x)=6x-12, 6x-12=0=>x=2.

/"(2)=0
fM(x)=6= fM(2)%0

1.7.3

} = (2,-16) é un punto de inflexion para f(x). - L

Analise



7.4 Problemas de aplicacion de maximos e minimos

B O célculo de méximos e minimos mediante derivadas permite resolver dunha maneira sinxela e

rapida moitos problemas que aparecen tanto en matematicas como noutras disciplinas cientificas. Este

tipo de problemas estivo presente na orixe do calculo diferencial. Son problemas nos que se trata de

optimizar unha funcion. Por exemplo, minimizar os custos dunha producion, maximizar os beneficios

dunha empresa, etc.

Exemplo 1: Cunarame de 2 m de lonxitude queremos formar un recténgulo de superficie

Para resolvelos seguimos o esquema xeral seguinte:

Mediante os datos do problema obtense a funcidén que hai que maximizar ou minimizar. Na
maioria dos casos vai ter duas ou mais variabeis.

Se a funcion ten mais dunha varidbel hai que relacionar as varidbeis mediante ecuacions ca fin
de conseguir expresar a funcion inicial formulada (punto 1.) en funcién dunha soa variabel.
Achanse os maximos e minimos desta funcion.

Analizanse os resultados obtidos rexeitando aqueles que polas caracteristicas do problema non
sexan posibeis.

2cm

méxima. Como debe facerse?.
1. Funcion que temos que maximizar:

S(x,y)=xy
2. Expresamos a superficie en funcion dunha soa variabel: )

2-2x X

2x+2y=2> y:TZI—x: S(x)=x(1-x)

3. Achamos o maximo:
1 1 [ .

S'(x)=-2x+1=0=> x = 5; S'"(x)=-2= S”(E) =-2<0=> Enx= E existe un maximo.

4. A solucion ¢ formar un cadrado de medio cm de lado.

Exemplo 2: Achar as dimensions dun depésito aberto superiormente, en

forma de prisma recto de base cadrada, de 500 m® de capacidade que tefia un

revestimento de custo minimo.

1

Para que o custo do revestimento sexa minimo ten que ser minima

a superficie. ﬂ
. Funcion que temos que maximizar: @
S(x,y)= x"+4xy, x: lado da base, y: altura Q

Expresamos a superficie en funcion dunha soa variabel:

2000

500
x’y=500= y=—F= S(x)=x"+
X

Achamos o minimo:

2000 4000
S'(x)=2x-—F=0=>x=10; S"(x)=2+
X

— = S""(10)= 6> 0= En x=10 existe un minimo.
X

As dimensions deben ser 10 m o lado da base ¢ 5 m a altura do prisma.

1.7.4 Analise



7.5

7.6

757

Teorema de Rolle

Teorema.- (Rolle) Sexa f(x) unha funcién continua en[a, b], derivéabel en (a,b) e con

f(a)= f(b).Enton, existe polo menos un punto ¢ [] (a, b) tal que f'(c)=0.

Interpretacion xeométrica: desde o punto de vista grafico o que di este teorema é que se unha
funcion f'(x) continuaen [a, b] , derivabel

en (a, b) econ f(a)= f(b),existe,polo —

menos, un punto do intervalo (a R b) no que ™~ /
a recta tanxente a4 grafica da funcion ¢ fla)=f(b)
paralela ao eixo de abscisas.

Teorema do valor medio do
calculo diferencial (TVMCD)

Teorema.- (TVMCD) Sexa f'(x) unha funcioén continua en[a, b] e derivabel en (a, b) . Enton,

L) /@
b-a

existe polo menos un punto ¢ [ (a , b) tal que verifica : | f (¢

Interpretacion xeométrica: xeometricamente, este teorema di que se
unha funcién f(x) ¢ continua en[a, b] e derivébel en (a, b) existe,

polo menos, un punto do intervalo (a, b) no que arecta tanxente a grafica gy,

da funcion € paralela 4 corda que une os puntos (a, f (a)) e (b, f (b)) PR
a

Regra de L."Hopital

M No proceso de calcular o limite dunha funcién nun punto, ou no infinito, podemos encontrarnos con
algunha das seguintes indeterminacions:

0 o -

6 5 ; 5 O & 5 0o — 00 b co ¢ b 1 5 OO
Moitas veces, ¢ dificil ou imposibel, reducir estas indeterminacions mediante transformacions
alxebraicas da expresion da funcion. A regra de L’Hopital proporciona un medio para poder reducir
a indeterminacion no caso de que traballemos con funcidns derivébeis.

0 oo

7.7.1 Indeterminacions do tipo: 6 )
(0]

Teorema 1.- (Regra de L ’Hopital) Sexan f(x) e g(x) duas funcidns con derivada no intervalo (a, b) e

tal que g’(x) non se anula en ningin punto do intervalo (a, b).
1

(x)

Se para cO(a, b), lim f(x)=0 e limg(x)=0, e se existe o, lim entén existe

e g'(x)
lim /(%) e, ademais, lim J(x) = lim f'(x)
X-cC g(_x) ’ ’ X—>cC g(x) P g|(x) .
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= A regra de L’Hopital, tal como a enunciamos, ¢ ttil para indeterminacions do tipo 6 , pero tamén

(0]
pode aplicarse a indeterminacions do tipo —, como se deduce do teorema 2:
(o0]

Teorema 2.- (Regra de L’Hopital) Sexan f(x) e g(x) duas funciéns para as que esixte derivada no

intervalo (a, b) e tal que g’(x) non se anula en ninglin punto do intervalo (a, b).
'

S (x)

Se para ¢ D(a, b) llm f(x)=o ¢ 11m g(x)= o eseexisteo, lim enton existe

e g'(x)
Iim S (x) e, ademais, lim—— S ) f (x)
e g(x) e g(x) e g(x)

= A regra de L’Hopital tamén ¢ aplicabel para ¢ = £oo .

0_.. 1 1 . 2x+]1 o .
Exemplos: lim =—=lim -=1, lim T =2 fim 2=2.
~0senx 0 »x-0cosx 1 xot0 x—1 00  xo+o

B As veces € necesario aplicar reiteradamente a regra de L’Hopital para desfacer a indeterminacion:
2
X7 o 2x

: o 2
Iim—=—=lim—=—=lim—=0
X 00 @ 00 X -0 e 00 x-o e

= Cando se aplica varias veces seguidas a regra de L’Hopital, debe comprobarse en cada paso que o

00 0
limite resultante ¢ tamén de tipo indeterminado — ou, 6 se isto non ocorre podemos obter un
00

resultado non correcto, como se pon de manifesto no seguinte exemplo:
x’ ) 2x .2 2
lim = lim =lim—=—=%0o Falso
xﬂox + x x-03x°+1 x-0 6X
x’ ) 2x 0

o resultado correcto é: lim———=Ilim-——=—-=0
x-0x +x x-03x"+1 1

7.7.2 Indeterminacions do tipo: 0 [do, 00 —00
o 0

W Estes tipos poden reducirse facilmente a un da forma — ou 6 .
00

-lnx o ) [ 1 1] . x-senx O

=—, lim Zw-0=]lim—=—

E / hmx Inx)= 000 = lim
xemplos: [(-1Inx) = 0 1.0t x-0" x[kenx 0

x-07 l senx x
x
7.7.3 Indeterminacions do tipo: 0° , 0", 1°

Aplicando logaritmos poden converterse no tipo 0 [0

Exemplos: = limx*=0"= In/= limInx" = limxOnx = 000 =..= 0= /= ¢’ =1

x-0" x-0" x-0"
senx senx 1
l—hm( ) =w0:>lnl=lirqln(—) —hmsenx[l]n——Ova— =0 1="=1
X X

x-0" x -0 x-0"
2x+3)x 2x+3)
i 00]
2x - 2x -1

:1"°:>1nl:nmln@’C 3) =1imx[l]n(

X0 x-1 X0

/= lim(
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7.8 Estudo e representacion de funcions. Método para a representacion

W Para facer a grafica dunha funcion temos que, previamente, estudar as suas propiedades. Cada
funcion esixe un estudo particular, pero para todas débese seguir un procedemento ordenado, que pode

2x?
9-x*'

ser 0 que se expon a continuacion para representar a funcion f(x) =

7.8.1 Dominio e imaxe

= Dominio de f: D(f) ={x0OR/ f(x) DR}
= Imaxe de f: /(f) ={ f(x) OR/xOD(f)}

92_X;,D(f):IR{—{—3,3}, I(f)=R.

Para a funcion f(x) =

7.8.2 Simetrias

= Simetria respecto ao eixo de ordenadas (OY): f(x)= f(—x), UOD(f) (Simetria par)

= Simetria respecto 4 orixe de coordenadas (0): f(—x) =—f(x), UL D(f) (Simetria impar)

B 2x2 B 2(—x)2
S(x)= 9- 2 9-(-x)

7= f(-x) = f(x) simétrica respecto ao eixe Y (par).

7.8.3 Corte cos eixes de coordenadas

== Corte co eixo de ordenadas: (0, f(0)):

= Corte co eixo de abscisas: (a, 0), (b, 0),....; onde a, b,... son as solucions da ecuacion f(x) = 0.
2

Para a funcion f(x) = PR (0, 0) € o unico punto de corte cos eixes.
- X

7.8.4 Periodicidade

= Unha funcién é periddica se: f(x+7) = f(x),UxD(f), onde T & un nimero real chamado

periodo.
2

2x
9-x?

A funcion f(x)= non ¢ periddica.

7.8.5 Asintotas

= Asintotas horizontais: y =b,onde lim f(x)=5b ou lim f(x)=5 —3 ................
X >0 X — —00 :
. 2x° . 2x ) .
lim - =-2=lim > = f(x) ten unha asintota horizontal y = -2
x-0 0 — x--00 ) —
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= Asintotas verticais: x = a, cando se verifica lim f(x) = o

X —-a

2)c2 2)c2
hm o = -0 hm 9= —00
€3 2 S 2 = f(x) ten duas asintotas verticais x =-3 e x = 3.
X X
lim =400 lim = 400
y-3 9 - x? i 9 - x?

. X .
= Asintotas oblicuas:y=mx+n (m % 0), onde lim /() =m, n=lim(f(x)-mx)

X — oo X

9= - fiy 2

-0 = f(x) non ten asintotas oblicuas .
Xk X x-x0Qx — x

7.8.6 Maximos é minimos relativos

= Se f'(a)=0e f"(a) <0 = f(x) ten un méximo relativo en a.
=Se f'(a)=0e f"(a)>0 = f(x) ten un minimo relativo en a.

f'(x):ﬁ:():x:()

324 + 108> = f"(0)> 0 = f(x) ten un minimo relativo en (0, 0).
x

S!'(x)= W

7.8.7 Intervalos de crecemento e decrecemento

= f'(a) >0 = f(x) éestritamente crecente en a.
= f'(x) <0 = f(x) é estritamente decrecente en a.

No intervalo (—oo, —3) f'(x) <0 = f(x)é decrecente

( ; T
(=3,0), f'(x)<0 = f(x) édecrecente
(3

A
A

No intervalo

No intervalo

0, ) f'(x) >0 = f(x) écrecente
, ) f'(x) >0 = f(x) écrecente

No intervalo
7.8.8 Puntos de inflexion

= Se f" (a) =0 e a seguinte derivada non nula en @ é de orde impar = f(x) ten un punto de
inflexion en a.

= En particular: Se f" (a) =0e f" (a) 20> f(x) ten un punto de inflexion en a.
324 +108x°

A ecuaciéon ﬁ = 0 non ten solucién real = f(Xx) non ten puntos de inflexion.
9-x )
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7.8.9 Intervalos de convexidade e concavidade

= Se f'(x) éderivabel en(a, b) e f"(x)>0, Dxl](a, b) ,entén f(x) éconvexaen (a, b) :
= Se f"(x)éderivabel en (a, b) e f"(x)<0, DxD(a, b) ,enton f(x) éconcavaen (a, b) :

No intervalo (—00, —3), f"(x) <0 = f(x) éconcava
No intervalo (—3, 3), f"(x)>0 = f(x) éconvexa I n

No intervalo (3, 00), f"(x) <0 = f(x) éconcava

7.8.10 Taboa de valores

//\\ 3\\ / ‘// \\

X f(x)
0 0 Minimo
+1/2 2/35
+1 1/4
+3/2 2/3
+2 8/5
+5/2 50/11
+7/2 -98/13
+4 -32/7
+9/2 -18/5
+5 -25/8
+10 -200/91
_ 2 x?
Sx) = T
o0
|
J
15
10
I
\ J
N[
-Z0 — ] - 3 _ Z
\\\\ _ //
| |
| |
-0
-13
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