00

8.2

INTEGRAL INDEFINIDA

Definicion de primitiva dunha funcion. Integral indefinida

000
Def.- Dise que a funcién F(x) é unha primitiva da funcion f(x) se F'(x) = f(x), OxODom(f).

Exemplo: F(x)=x%, F(x)=x>+1, F(x)=x”+2,..sonprimitivasde f(x)=2x.

Teor.- Se F(x) ¢ unha primitiva de f(x), enton G(x)=F(x)+C, OCOR | tamén ¢ unha primitiva de f(x).
Ademais, se F(x) ¢ unha primitiva de f (x), enton calquera primitiva G(x) de f(x) ¢ da forma
G(x)=F(x)+C

(C : constante de integracion)

Demostr.- Se F(x) primitiva de f(x) = F'(x)= f(x) =G (x) =F'(x)+0= f(x) = Gx)
primitiva de f(x).

c.q.d.
Se F(x) e G(x) son primitivas de f(x): = F'(x) =G'(x) = f(x) =
= F'(x)-G'(x) = (F(x)-G(x)) =0 =
= F(x)—G(x) =C (constante) = F(x)=G(x)+C
c.q.d.

Def.- Integral indefinida de f(x) ¢ o conxunto de todas as primitivas da funcién f(x).
Notacioén: Integral indefinida de f (x): I f(x)dx

Para calcular a integral indefinida dunha funcién f(x), achamos unha primitiva sua e sumamoslle
unha constante C :

jf(x)dx = F(x)+ C, onde F(x) é unha primitiva de f(x) e CLR .
Exemplo: j2x dx=x*+C

Propiedades da integral indefinida

L Jrma= e i [(f00+ g@o)de= | fx)de+ [ gle)dx
i jdx:x+c iv. jamx)dx:a[jf(x)dx, OaOR

Exemplos: I(x3 + sen(x)) dx = Ix3 dx + j sen(x) dx = XT: —cos(x)+C

4
j4x3dx =4J-x3dx 24%+C =x'+C
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8.3 Taboa de integrais inmediatas

i) dex=C

xn+1

+C

ii) fx”dx =

n+l

iii) fldx = Inlx|+C
X

iv) fe"dx =e*+C
ax

V) fa"dx = +C, a0 e a*1
Ina

vi) [senxdx = -cosx+C

vii) [cosxdx = senx+C

viii) ftanxdx = In|secx| +C

ix)f 1 dx = tanx+C
cos’x

x)f 1 dx = -cotanx+C
sen’x

1

a? a a

xi)f 1 dx=—arctan£+C, a+0
+x2

Va2—x2

xii) f 1 dx = arcsen® +C , |xl<a
a

x-a

1 1
xiil) fxz—azdx = Zln

x+a

At P .
Xiv) f%dx = InJfix)| +C

11.8.2
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9.2

METODOS DE INTEGRACION

Integracion inmediata
NN

M Consiste en aplicar a taboa de integrais inmediatas. A utilizacién da taboa pode ser directa ou
facendo unha transformacion elemental e aplicando as propiedades das integrais indefinidas.

cos3x
3

+C

Exemplo 1: j sen3xdx =-—

2 4 4
Exemplo 2: j —4x +(2x)3 dx = _4% + (22) %4_ C=-x2+ (2;) C

Integracion por cambio de variabel
M Este método fundaméntase no seguinte teorema:

Teor.- Sexa f(x) unha funcion que ten unha primitiva F(x) e sexa ¢(t ) unha funcién derivabel, entén

a funcion F (¢ (t )) ¢ unha primitiva para a funcion f (¢ (1 )) @'(1), e polo tanto

jf(¢(f))¢'(t)dt = Flp))+C

Demostr.- Aplicar a regra da cadea a funcion F' (¢(t )) :

Tendo en conta o resultado anterior:

facendo x = @(7), como di,gt) = @'(t),temos quedx = @'(¢) dt

enton [ f(x)dx =] f(9(0) @' ()t = F(p() + C= F(x)+C

t dt
Exemplo 1.- Calcular a integral J.S€n 4x dx . Facemos o cambio (t=4x), x = @(t) = Ik polo tanto dx =—, entén

Isen4xdx =J‘sent£ =lJ.sentdt = —lcost+C= —lcos4x+C
4 4 4 4

Exemplo 2: J- senx cosxdx . Facemos ¢t =senx, df=cosxdx

t 2

Isenxcosxdx =J.tdt =%+C= ser; i

+C

Exemplo 3: ijexzdx . Facemos / = x°, dt =2xdx

2 2
Ierx dx=jetdt=e’+C=ex +C
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9.4

Integracion por partes

M O método de integracion por partes estd baseado na formula: j udv=ull- j vdu .

Esta formula deducese a partir da regra de derivacion do produto:
[ v(@)] =1 () () + ulx)v(x)
polo tanto, I [u'(x) v(x) +u(x) v'(x)] dx = I [u(x) v(x)]’ dx =u(x)v(x)+C
de onde, Iu'(x) v(x)dx +J. u(x)v'(x)dx =u(x)v(x)+C
enton, I u(x)v'(x)dx =u(x)v(x) - I v(xX)u'(x)dx+C
e facendo o cambio de notacion v = v(x), u =u(x), dv =v'(x)dx, du =u'(x)dx
temos a formula de integracin por partes: [udy =uv = [ vu

Exemplo 1: Calcular a integral IX e dx

[u =x=du=dx
Facendo [ )y . »eaplicando a formula Iudv =uv- I vdu temos
Eﬂ%@ dx=>v=e

jxe"dx = xe" —J.exdx =xe" —e" +C
Exemplo 2: len xdx .

é =lnx=du=
0l X
0oo 5

X

éé\grxdx:vzz

Exemplo 2: J.ln x dx

1

, jxlnxdx ——lnx J.——dx —x—lnx—lx2 +C
2 2 4

1
= du=—d
é%m X = du X x’ Ilnxdx=xlnx—fxldx=x1nx—x+C

{dx:>v=x *

Integracion de funcions racionais
P(x)
O(x)

dx

M As integrais que se estudan neste apartado son da forma J.

onde P(x) e Q(x) son polinomios.
Se grao de P(x) ¢ maior ou igual ao grao de Q(x) , dividimos P(x) entre Q(x) obténdose un
cociente C(X) ¢ un resto R(x):

(X)

PO) o R [P

P(x)=C R
(x)=C(x)[Q(x)+ R(x) = 0(x) 0(x) O(x)

2 J.C(x)d +J'

Enton, a resolucion da integral f L) dx reducese a resolver duas integrais; unha inmediata (integral
x

dun polinomio) e unha integral dunha funcién racional irreductibel.
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M O método para resolver este tipo de integrais consiste en descompofier o denominador en factores

P(x)

primos e tratar de expresar ——=
O(x)

como suma de fraccions que tefien por denominadores os factores

primos de Q(x).
Ao descompofier o denominador, Q(x), en factores primos poden presentarse os seguintes casos:

I.- Todas as raices de Q(x) son reais e simples

Exemplo 1: f x+3 dx

x2-3x+2

¥ -4
jx—3dx: [—+ > = —4lnlx -1+ SInjx - 2]+ C

x*=3x+2 x-1 x-2
+1 y; 3 -1 3 -2
Exemplo 2: J‘#dx :jﬁ+ %O i dx =—In|x+ —In|]x - 2+ —In|x + 3+C
x +x"-6x X x—2 x+3 6 10 15

I1.- Todas as raices de Q(x) son reais e algunha é multiple

-1 ] - -
3x+5 d:jé_l_ 4 Ad 1 1

1
>+ x==—In|x-1+4——+ —Injx + ||+ C
x-1 (x-1)y x+1 2 x-1 2

Exemplo: J ool

IIL.- Algunha raiz de Q(x) é complexa e simple

dx =

2x :.[ 2x J- 1111+Bx+C

Exemplos: I 3 G-DO+D) dx = e

X -x*+x-1

1 -x+l1 I 1 2x 1 1
J—+ :jx 172741 x2+1dx:1n|x-1|—51n(x2+1)+arctanx+C

x-1 x*+1

jx3+x2+x+2 jx+x +x+2 ij+B+Cx+Dd
- X =
xt+3x7+2 (x* + 1) (x? +2) ¥+l X7 +2
1 1 1 2 1
:J s T 2x dx:J. st o 2x dx = arctanx + —In(x” +2)+ C
x*+1 x"+2 x“+1 2x7+2 2
IV.- Algunha raiz de Q(x) é complexa e multiple
( (t:arctanx
000 @% oo
J' 2x*+3 J~Ax+B Cx+Dd J- 2 N 1 p %@E tant = ]D V1+ x? HHH
Exemplo: 21y @7 ey ey O e e T zg@ﬁtt—ﬁ?m
000 o 1+ 5"
oo _ oo
il e
1 1 1
= Zarctanx+jcosztdt = 2arctan x + IE(H cos2t)dt = 2arctanx+§t+zsen2t+ C=
1 1 5 I x 1 5 1
= 2arctanx + —arctanx + —2sentcost + C = —arctanx + — +(C=—arctanx + >+ C
2 4 2 21+ x2 1+ %2 2 21+ x
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9.5

9.6

Integracion de funcions trigonomeétricas
M Para calcular a integral dalgunhas funcions ¢ necesario valerse das seguintes identidades:

. ) 2 —
i) sen”(x)+cos (x)=1 v) sen(x)cos(x) = %sen(2x)

i) T+ tan”(x) = sec”(x) vi) sen(x)cos(y) = % (sen(x = y) +sen(x + )

2 — 1 —_
iii) - sen”(x) = P (1-cos(2x)) vii) sen(x)sen(y) = % (cos(x—y) —cos(x +y))

. 20y =]
W) cosi(0)=y (1+cos(2x) viii) cos(x)cos(y) = % (cos(x = y) +cos(x +y))

Un cambio de variabel moi utilizado é:

X X 2dt
tan— =¢ = — =arctant = x = 2arctant = dx = 5
2 2 1+¢
o , . 2t 1-¢°
Ademais, aplicando algunhas das férmulas anteriores temos: Sen x = 17 e cosx = 17
+t +¢
2t 2dt

X
dx . Facendo t =tan—, senx = 5, dx= 5
1-senx 2 1+1¢ 1+¢

1 1 2dt 2 2 2
| dr= [——— =] di=—"—4C=—"—+C
1-senx T 1+t 7 =2t+1 1-1¢ 1=tan >

1+¢ 2

Exemplo: j

Outros cambios:

tan’ x

cos’ x

t=tanx . Exemplo: I dx

t =senx (t = cos x) . Exemplo: Isen3 x cos’ xdx

Cambios de variabel trigonométricos
Para integrar | v x> +a’dx , facemos o cambio de varidbel x = a tant.

. . 3 2 2 . .,
Para integrar |\ X~ —a”dx , facemos o cambio de varidbel x = a sec ¢ .

. . * [ 2 2 . .
Para integrar a” —x"dx , facemos o cambio de varidbel x = a sen ¢ .

Exemplo: I\/l —-x" dx

Facendo x =sent, dx =costdt

N N 1
I 1-x? dx=j 1- sen’t costdt=jcosztdt =...=Ex\/1—x2 +—arcszenx+cl
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10.1

INTEGRAL DEFINIDA

Integral definida dunha funcion

M Dada unha funcién continua non negativa, f{x), definida nun
intervalo [a, b] , tratase de calcular a drea da rexion do plano
delimitada pola grafica de f{x), o eixe OX e asrectas x —a =0

e x—b=0 . (Area=4) .
Se f{x) € continua alcanza un maximo ¢ un minimo absolutos no
intervalo [a, b/:

M =mdx{f(x)/x[|[a, b]} em =mz’n{f(x)/x|:|[a, b]} , enton
mb-a)< ASM((b—a)

¢ temos, polo tanto, unha acotacion da area.

Consideremos agora unha particion, P,, do intervalo [a, b] , 1.

P ={t,,t, t,, ... t,} O[a, b], onde
a=t, <t <t .t =b
€ Sexan:

M, =mdx{f(x)/xD[ti_1, ti]} e m, :ml'n{f(x)/xD[tl._l, z‘,.]}

s(f, B)=m(t, —t))+my(t, —t,)+..+m,(t, —t,_) = zmi(ti —t)
i=1
(Suma inferior)

S(f,P)= M(t, - 1)+ My(t, - 1)+ .+ M, (¢, t,)= Zn: M(t,- 1)

i=1

(Suma superior)

s(f,P)<sA<S(f, P)

Suma superior — Suma infe
enton

Se no lugar da particion P, tomamos outra con mais puntos, entéon a

diferenza S ( 1, Pn) —-S ( f, Pn) e mais pequena. Polo tanto, temos unha mellor acotacion da area.
Se facemos tender 7 a infinito, enton S ( f, Pn) es ( f, Pn) coincidiran e serdn iguais a 4:
imS(f,P)= A= lims(f, P,)

n—o n

A este limite chamamoslle integral definida da funcion f(x) no intervalo /a, b], que denotamos por

['f ) d

(a e b chamanse limites de integracion).

Da definicion de integral definida deducimos que esta coincide co valor da drea da rexion do plano

b
delimitada pola grafica de f{x), o eixe OX e asrectas x—a =0e x—b =0, i.é: A= j f(x)dx
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10.2 Propiedades da integral definida

1) Linealidade: Se f(x) e g(x) son dias funciéns para as que existe integral en [a, b], enton tamén
existe integral para as funcions f(x) + g(x) e a[Jf (x) (aUR), e verificase:

Lb S(x)+g(x)dx= j: f(x) dx +J'; g(x) dx
[k de=kd fx) ds

-

a 2]

ii)  Aditividade respecto ao intervalo: Se unha funcién f{x) & integrabel en[a, c] e [c, b],

cld [a, b] , entén tamén ¢ integrabel en [a , b] e, ademais verificase:

ij(x) dx = j:f(x) dx + ff(x) dx

i) [ de==[F0) dx

v ] @ de=0

V) Monotonia.- R Se f(x) e g(x) son duas funcions integrabeis en [a, b] e tal que

f()< ge), OxOfa, ] emon | f(x) dr < [ g(x) d

@ Se f{x) ¢ unha funcion integrabel en [a, b] e tal que

f()20, Dx0fa,B].emon [ f(x)dx20

< ']/ x) dx

v |l as
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10.3

10.4

Teorema do valor medio do calculo integral ML

Teorema.- (Valor medio do cdlculo integral) Sexa f(x) unha f (C>/

funcion continua no intervalo [a, b] ,enton Uc [ [a, b] tq :

[f@)de= fe)b-a)

M O valor f{c) recibe 0 nome de altura media (ou valor medio) da funcion.

A interpretacion xeométrica deste teorema € a seguinte: a area do trapecio mixtilineo a b f(a) f(b)

¢ igual 4 4rea dun rectangulo de base b —a e altura f{c), sendo c un punto do intervalo [a , b] .

Demostr.-
Por ser funha funcién continua existen os valores:

M = mdx{f(x)/x D[a, b]} em= mz’n{f(x)/x D[a, b]} , verificandose que
ms< f(x)SM, DxDR:J-:m dxs.[:f(x)dxsj-:M dx =

1
b-a
Como f{x) ¢ continua, toma todos os valores entre m ¢ M polo tanto [ [] [a, b] tq

=S mp-a)< | f)desMpb-a)=ms——| f(x)desM

1
a

f(e)= rLbf(x) dc = [fe)de= fle)b-a) c.q.d

Teorema fundamental do calculo integral
M O importante resultado, cofiecido como teorema fundamental do célculo integral, relaciona o calculo
diferencial e integral.

Teorema.- (Fundamental do calculo integral)

Sexa [a, b] 0 {5 R unha funcién continua nun punto ¢ [J (a, b) ; enton a funcion

F(x)= [ f(e)dt

ten derivadaen c, e ademais F'(c) = f(c).

M Consecuencia do t.f.c.i. ¢ o seguinte resultado:

Se f{x) é unha funci6n continua no intervalo cerrado [a, b] ,enton F(x) = J- f(x) dx éunha

funcion para que existe derivada no intervalo aberto (a, b) e F'(x)= f(x), OxOR . Isto quere
dicir que F(x) ¢ unha primitiva de f(x).
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10.5 Regra de Barrow

Teorema.- (Regra de Barrow)

Sexa [a, b] O R unha funcién integrébel, e [a, b] 01 R unha funcién diferenciabel

en (a, b) tq F'(x)= f(x), OxOR (i. é F(x) é unha primitiva de f{x) ) , entén

['£(x)dx = F(b) - F(a)

Notacion: [ f(x) dv =[F(o)) = F(b)- F(a)
Demostr.- Polo t.f.c.i. sabemos que a funcion G(x) = fo(x) dx ¢ unha primitiva de f, como F tamén
¢ unha primitiva, debe verificarse que G(x) = F(x)+C, CLR, entén fo(x) dx=F(x)+C
de onde deducimos que Laf(x) dx=0=F(a)+C = C=-F(a) e
[[1(x)dx = F(b)+ €= F(b)- F(a)
c.q.d.

M A regra de Barrow proporciona un método para o calculo de integrais definidas:
1) Calculamos unha primitiva de f{x)
i1) Calculamos F(b) - F(a) .

Exemplo I: Calcular J.:x2 +5 dx

3
Unha primitiva é F(x) = x? +5x

Cesarel s
enton I x“+5dx=|—+5x| =F(6)-F(3)=102-24=78
3 o8 o)

Exemplo 2:

ISSVZS -x’=..= Léx\/L 25-x7 +%arcsen§}
- ]

5
==
-5

P N W b
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APLICACIONS DA INTEGRAL DEFINIDA

11.1 Calculo de areas planas limitadas por funcions

A= ij(x) dx -
—ng(x) dx =
= [0~ gx)

Exemplo .- Determinar a area da rexion do plano delimitada pola grafica da
funcion f(x)= —x" + 4x ¢ o eixe OX.

4
3 2
X X

4 i -
A=| -x*+4 =|-—+4—| =106
JO X x dx B 2D@DJ u

Exemplo 2.- Determinar a area da rexion do plano delimitada pola grafica da

funcion f(x)=x"-3x-4 coecixe OX.

4 x3 x2 —’4 -
A=- 2-3x-4 :—{——3——4 = 20.86 u*
Lx 3x dx TR X i u

Exemplo 3.- Determinar a drea da rexion do plano delimitada pola grafica

da funcion f(x)=x’-4x> - x+4 ¢ o cixe OX.

1 4
A= Lx3 -4x’ - x+4dx- _L X -4x?-x+4dx=..22108 4"
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Exemplo 4.- Determinar a area da rexion do plano delimitada polas graficas das 1.

funcions f(x) = vx e g(x)= x?

A :I;\/; a’x—J.;x2 dx=...=03u’

Exemplo 5.- Determinar a area dun circulo de radio 2.

A= 4j02\/4—x2 = .. =4x3.1416 =12.5664 i’

11.2 Calculo do volume dun sélido de revolucion
M Volume que se obtén ao xirar unha rexion plana (delimitada pola grafica

def(x),asrectas x —a = 0 e x — b = 0, e o0 eixe OX)arredor do eixe OX:

V=nf i) ds

f(x) =x+2 arredor do eixe OX entre os puntos @ =1 e b=4b=4.
v=nf (x+2) dv=..=197.920°
1

Exemplo 2.- Determinar o volume dunha esfera de radio 4.

V= nj“ (\/16 — )zdx = nj“ (16— ) dx =...= 268.083u
-4 -4

11.3 Calculo da area dun solido de revolucion

a= 2] |eoi+ (1) ax

11.4 Calculo da lonxitude dun arco da grafica dunha funcion

L= 1+ () do

.11.2

1.z

J.
J.
J.
J.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

SV

Exemplo 1.- Determinar o volume do sélido de revolucion creado ao xirar a grafica da funcion
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