OBABILIDADE E ESTATIS

Experimento aleatorio. Espazo de mostra. Sucesos

1 Experimento aleatorio. Concepto e exemplos

Def.-  Experimentos aleatorios son aqueles que ao repetilos nas mesmas condicidons non
podemos predicir o resultado que imos obter. Ao repetir o experimento moitas veces amosa unha
certa regularidade.

Exemplos: O lanzamento dun dado: non sabemos de antemén que resultado vai sair. O mesmo pasa se lanzamos
unha moeda. Se sacamos sen mirar unha bola dunha que caixa que contefia bolas de distintas cores tampouco podemos
saber previamente de que cor vai ser a bola.

2 Espazo de mostra. Suceso elemental

Def.-  Espazo de mostra (E) dun experimento aleatorio ¢ o conxunto de todos os posibeis
resultados do experimento.

Def-  Suceso elemental é cada un dos elementos do espazo de mostra. E dicir, calquera
resultado que poida obterse nunha experiencia.

Exemplos: 1) Se o experimento é lanzar un dado o espazo de mostra, que estara formado por 6 sucesos elementais,
sera:
E={1,2,3,4,5,6}
i1) Se o experimento consiste en lanzar tres moedas o espazo de mostra, que estara formado por 8 sucesos

elementais, sera:
E = {CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX}

3 Sucesos. Operacions con sucesos: union e interseccion

Def.-  Suceso: conxunto de sucesos elementais. Calquera dos subconxuntos do espazo de mostra.

& Chamase espazo de sucesos, $(E), ao conxunto de todos os sucesos do espazo de mostra
E.

& Se o espazo de mostra estd formado por m sucesos elementais, enton @(E) ten 2"
sucesos.

Exemplos: 1) Para o experimento lanzar un dado, son sucesos:
A ={2,4, 6} : "sacar un nimero par"
B={4,5, 6} : "sacar un nimero maior que 3"
En total existen 2° = 64 sucesos distintos.
11) Para o experimento lanzar tres moedas, son sucesos:
A = {CCX, CXC, XCC} : "sacar unha cruz e duas caras"
B = {CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX} : "sacar algunha cruz"
En total existen 2° = 256 sucesos distintos.
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Union de sucesos:
Dados dous sucesos A ¢ B dun mesmo experimento aleatorio, chamamos suceso union de
A ¢ B ao suceso que ocorre cando ocorre A ou ben B.

Notacion: =" A union B"
Interseccion de sucesos:
Dados dous sucesos A ¢ B dun mesmo experimento aleatorio, chamamos suceso

interseccion de A e B ao suceso que ocorre cando ocorren A e B.

Notacion:= " A interseccion B"

a4 Suceso imposibel ou nulo. Suceso seguro. Suceso contrario
ou complementario. Diferencia de sucesos. Sucesos
incompatibeis

Def.-  Suceso imposibel (ou nulo): ¢ un suceso que non ocorre nunca.
Notacion: @

Def.-  Suceso seguro: suceso que sempre ocorre. Esta formado por todos os resultados posibeis,
polo tanto coincide co espazo de mostra.

Def.-  Suceso contrario (ou complementario) dun suceso A ¢ un suceso que ocorre cando non
ocorre A, e reciprocamente.

Notacion: A'.
Def.-  Suceso diferencia de dous sucesos A e B, A-B, ¢ un suceso que ocorre cando ocorre A

e non ocorre B.

Def.-  Sucesos incompatibeis: cando dous sucesos ¢ imposibel que ocorran simultanecamente.
A e B incompatibeis enton ANB = @.

5 Propiedades das operacions con sucesos
UNION INTERSECCION
1) Asociativa:  (AUB)UC =AU(BUC) (ANB)NC = ANMBNC)
i1) Conmutativa: AUB = BUA ANB=BNA
1ii) Idempotente: AUA = A ANA=A
iv) AUA'=E ANA'=@
V) AUE =E ANE=A
vi) AUD =A AND =Q

vii) Distributiva: AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AUBNC) =(AUB)N(AUC)
viil) Simplificativa: (AUB)NA=A, AU(BNA)=A
ix) Leis de Morgan: (ANB)'=A'UB', (AUB)'=A'NB'

Exemplo: Para o experimento lanzar dtias moedas:
E = {CC, XC, CX, XX}
P(E)={D, {CC}, {CX}, {XC}, {XX}, {CC, XC},{CC, CX}, {CC, XX},{CX, XC},{CX, XX},{XC, XX}, {CC, CX,
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XC}, {CC, CX, XX}, {CC, XC, XX}, {XC, CX, XX} {CC, XC, CX, XX}}
Suceso seguro = E : "Sacar algunha cara ou algunha cruz"
Suceso imposibel = ¢ : "Sacar mais de duas caras"
A= {CC, CX, XC} : "Sacar algunha cara"
Complementario de A' = {XX} : "Non sacar ningunha cara"
B = {CC} : "Sacar dtas caras"
A - B = {XC, CX} : "Sacar s6 unha cara"
Sucesos incompatibeis: A= {CC, XX}: "Sacar s6 caras ou cruces", B = {CX, XC} : "Sacar unha cara e unha
cruz".

VVvyVYyYVYVYYVYY

Propiedades da frecuencia relativa

Def.-  Frecuencia absoluta dun suceso A (f.,): ¢ o nimero de veces que ocorre dito suceso,
cando repetimos un experimento varias (N) veces.

Def.-  Frecuencia relativa dun suceso A (f,): ¢ igual & frecuencia absoluta do suceso (f,)
dividida polo nimero total de experiencias (N).

Exemplo: Lanzando un dado 20 veces obtivemos o seguinte resultado: {2, 4, 1,4,3,3,6,1,5,6,2,5,3,6,5,3, 1, 4,
2,5}

Para o suceso A: “Sair un 2", temos ¢ .

Para o suceso A: “Sair un nimero par", temos e .

A Propiedades da frecuencia relativa

i. A frecuencia relativa dun suceso, A, ¢ maior ou igual que cero e menor ou igual que 1.
0<f(A)<1
> A frecuencia relativa do suceso seguro ¢ 1.
> A frecuencia relativa do suceso imposibel € 0.
i. A frecuencia relativa do suceso contrario de A ¢ igual 4 1 menos a frecuencia relativa de
A

f(A") =1 -f(A)

1. A frecuencia suceso union de dous (ou mais) sucesos incompatibeis € igual a suma
das frecuencias deses sucesos.
f.(AUB) =f.(A) + f.(B)

1. A frecuencia do suceso unién de dous sucesos € igual & suma das frecuencias deses
sucesos menos a frecuencia da interseccion dos mesmos.
f.(AUB) =f(A) + f.(B) - f.(ANB)
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1.3 Concepto de probabilidade

1.3.1 Introducion ao concepto de probabilidade como limite de frecuencias

Lanzando un dado distintos numeros de veces obtivemos os resultados que aparecen na
seguinte taboa:

X f f ' f f '
1 3 160 4190 0.214286 0.15625 0.167012
2 2 173 4138 0.142857 0.168945 0.164939
3 1 159 4264 0.071429 0.155273 0.169962
4 3 159 4143 0.214286 0.155273 0.165139
5 2 185 4106 0.142857 0.180664 0.163664
6 3 188 4247 0.214286 0.183594 0.169284
TIRADAS 14 1024 25088 1 1 1
0,25 —
0,2 -
Representando estes datos graficamente
, 1
vese claramente que ao aumentar 0 NUMEro ¢ 45 _ E )
de lanzamentos, as frecuencias relativas (] 3
aproximanse ao resultado que caberia 01 B -
5 ] s
esperar que ¢ — = (0,16 B s
6 0,05 —
0
N=14 N=1024 N=25088

A experiencia demostra que para todos os experimentos aleatorios a frecuencia relativa vaise
estabilizando cando o nimero de experiencias € suficientemente grande. O enunciado desta propiedade
recibe o nome de lei dos grandes niimeros: Se repetimos unha experiencia aleatoria en condicions

_ . - . o A
estabeis, para calquera suceso A , existe sempre o limite seguinte: p{fi) =lim——-
e R
onde f(A) = nimero de veces que ocorreu o suceso A
n =namero de veces que se repetiu a experiencia.
O valor dese limite chamase probabilidade de A.

A definicidon anterior de probabilidade presenta un problema practico: para calcular a

probabilidade dun suceso seria necesario facer un gran numero de probas para poder obter
experimentalmente o valor ao cal tenden as frecuencias relativas.
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1.3.2 Regra de Laplace

A definicion de probabilidade de Laplace € a primeira que se cofiece (1812) e recibe o nome
de Regra de Laplace:

"A probabilidade dun suceso A, p(A), ¢ igual ao cociente entre o nimero de casos favorabeis

do suceso A e o numero de casos posibeis".

N de casos fav. do suceso A

Probabilidade do suceso A: p(A) =
N°®de casos pos.

Para poder aplicar a Regra de Laplace e necesario que os sucesos elementais tefien a mesma
probabilidade. Se ocorre isto, o tnico que hai que facer para poder aplicala é contar os casos posibeis
e os favorabeis, pero esta contabilidade non sempre ¢ facil.

Exemplo.‘ Calcular a probabilidade de acertar os 6 numeros da loteria primitiva realizando:

i) unha soa aposta: p(‘{} = II:_D j: EE = :r —1191', =715112384 = 10_3
Ilh ﬁ,-'l
i) 1000000 apostas: p(A) = i j: Eg - 1(:1{040;00 = 715112384 %1072 =0.0715112384
=u 5,.;
(48)
N°dCF \5)

i) todas as apostas nas que entre o numero 13: p(fi) = N°de C.P. = {49;‘: =0122449

\6)

1.3.3  Definicion axiomatica de probabilidade

Para salvar os problemas que a definiciéon de Laplace presentaba, Kolmogorov (1903)
formalizou unha definicién axiomatica de probabilidade:

A probabilidade é unha aplicacion, P(E)—%—[0,1] , que asocia a cada suceso un

numero real p(A), que ten que cumprir os seguintes axiomas:

Ax.1.- A probabilidade dun suceso calquera é positiva ou cero: p(A)= 0,7 A4 € P(E)

Ax.2.- A probabilidade total ¢ 1: p(E)=1

Ax.3.- Se dous sucesos son incompatibeis entén a probabilidade da sta unién ¢ a suma das suas

probabilidades: AN B=J = p(Awu B)= p(A)+ p(B)
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U Propiedades da probabilidade

P.1.- A probabilidade do suceso contrario A' ¢ igual a 1 menos a probabilidade de A:
p(4)=1- p(4)

Demostr.- AnA'= @ e AUA'=E === 1=p(E) = p(AUA") = p(A) + p(A") ===1 - p(A) = p(A".

P.2.- A probabilidade do suceso imposibel @ ¢ igual a 0:
p(2)=0

Demostr.- Consecuencia de que ¢ é o contrario de E.

P.3.- Se A e B son dous sucesos calquera, enton:
p(4v B)= p(4A)+ p(B)- 4 B)
Demostr.- Sexa C =A'nB, AnC=¢ ¢ AUB = AUC === p(AUB) = p(AuC) = p(A) + p(C) =
=p(A) + p(A'nB) === p(AUB) = p(A) + p(A'nB) (1)

B = (AnB)u(A'nB) e (ANB)N(A'NB) = ¢ === p(B) = p(AnB) + p(A'nB) (2)
Das igualdades (1) e (2) deducimos que: p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB).

P4- Ac B> p(4)< p(B)

Demostr.- Se A ¢ B === 3C con p(C)>0,tq B =AuC === p(B) = p(A)+p(C) === p(A)< p(B)
P.5.- Se A, A,, ..., A, ¢ unha coleccion finita de sucesos incompatibeis dous a dous (A,NA, =2,

I

" n b "
o=l A i=

Vik), enton pl U4 =2 pl4 |
aa
(Esta propiedade tamén ¢ certa para unha familia infinita numerabel)

Demostr.- (Por inducién).

P.6.- (Regra de Laplace)
Se un espazo E esta composto por n sucesos elementais A,, A,, ..., A, que son equiprobabeis
e disxuntos dous a dous, para un suceso A formado por » destes sucesos, temos que:

p(4) ="
il

Demostr.- 1 =p(E) =p(A,) + p(A,) + ... + p(A,), 0s sucesos A, A,, ..., A, son equiprobabeis,
enton p(A)) =p(A)=..=p(A)=1/n
A= A UAU..UA,, p(A)=p(A,) +p(A)+ .. +p(A)=1/m+ ln+..+1/n=rn.
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1.4 Probabilidade condicionada. Sucesos independentes

1.4.1 Definicion de probabilidade condicionada

Def.- Sexan dous sucesos A e B, chamase probabilidade de B condicionada a A, e que denotamos
p(B/A), ao cociente:
(Al B)

p(4)

(Para que sexa valida ten que ser p(A) distinta de cero)

p(Bl A)=

Consecuencia da definicion é:

P(4ANB) = p(4)-p(B/ 4) = p(B)- p(4 ! B)

Exemplo.‘ Nunha clase do IES de Quiroga hai 16 alumnas ¢ 12 alumnos. Nesa clase aproban Matematicas 12 alumnas e
8 alumnos.
Os datos anteriores podemos expresalos mediante a seguinte taboa:

A: Alumnas A" Alumnos
B: Aproban 12 8 20
B': Non ap. 4 4 8
16 12 28

Escollemos ao chou un membro da clase.
Consideramos 0s sucesos: A = Ser alumna
A' = Ser alumno
B = Aprobar Matematicas
B' = Non aprobar Matematicas
ANB = Ser alumna e aprobar Matematicas
B/A = Entre as alumnas aprobar as Matematicas.
Non hai mais que mirar para a tdboa e aplicar a Lei de Laplace para comprobar que:
p(A)=16/28 = 4/7
p(A")=12/28 =3/7
p(B)=20/28 =5/7
p(B") =828 =2/5
Igual de facil é comprobar que a probabilidade de ser alumna e aprobar Matematicas é:
p(AnB) =12/28 = 3/7
e que se escollemos unicamente entre os que aproban, a probabilidade de escoller unha alumna (isto é, a probabilidade de
escoller un alumno que aprobe (B) condicionado a que sexa muller (4)) é:
p(B/A)=12/16 = 3/4

ANB) + 3
Enton podemos observar que: P'[B ! -’I}: M o
pd) 3 4
1.4.2  Sucesos independentes
Def.-  Unsuceso B éindependente de A cando a probabilidade de B ¢ a mesma que se a calculamos

condicionada a A (A non intervén en B), ¢ dicir:

p(B/ 4)= p(B)

Se B ¢ independente de A, entdn A ¢ independente de B. Por tanto podemos falar de sucesos
independentes entre si.

Como consecuencia da definicion de sucesos independentes e da definicion de probabilidade
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1.5

condicionada temos que:

i) Se A e B son dous sucesos independentes, enton p(An B)= p(A4)- p(B)
Se A e B son dous sucesos dependentes, enton p(Am B) = p(A)- p(B/ A)

i) p(4] A)=1

iii) Se A e B son incompatibeis (AnB = @), enton p(B/ A)= p( A/ B)=10

iv) p(B'/Ay=1- p(B/ A)

V) En xeral para n sucesos: A,, A, ... A, temos a seguinte formula (teorema da probabilidade
composta):

p[:*"i1 M AN A"J =

= pl4) (47 4) A4/ (40 4))p(4,/ (40 0.0 4,))

Exemplo.‘ Temos unha caixa con 10 bolas brancas e 10 vermellas. Consideremos o experimento consistente en sacar duas
bolas sucesivas:
1°) Non devolvendo a primeira bola antes de sacar a segunda.
2°) Devolvéndoa.
Sexan os sucesos:
A = Sacar unha bola branca na primeira extraccion.
B = Sacar unha bola branca na segunda extraccion.
ANB = Sacar unha bola branca nas duas extraccions.
No primeiro caso (non devolvendo a bola) o suceso B depende do suceso A, ¢ temos que:
p(AnB) =p(4).p(B/4) = (10/20).(9/19) = 9/38
No segundo caso (devolvendo a bola) o suceso B ¢ independente do suceso A, e temos :
p(ANB) =p(4).p(B/A) = p(A).p(B) = (10/20).(10/20) = 1/4

Teorema das probabilidades totais. Teorema de Bayes

Def.- Os sucesos A, A, ... A, constitiien un sistema completo de sucesos se a sia union € o espazo
total e son disxuntos dous a dous, isto é:

AU4,U...U4, =E
ANA, =0, Vizj
Teor.- (probabilidades totais) Sexan A, A, ... A, un sistema completo de sucesos tal que p(.A4.) >0

e B un suceso calquera, enton verificase:  p(B) = Z P(A)- (Bl A)
1

Teor.- (Bayes) Sexan Ay, A, ... A, un sistema completo de sucesos tq P(4.)>0 e B un suceso

A)-p(B/ A
calquera, enton verificase: ~ p(A4, / B) = np( )P )
> P(4)) KB/ A)
1
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2.1

Distribucions de probabilidade

Variabel aleatoria discreta

2.1.1 Definicion de variabel aleatoria

Def.-  Chamase varidbel aleatoria a unha funcion que asocia a cada suceso do espaczo de mostraE
un numero real.
X: variabel aleatoria (v.a.), X: E———————— —R
Notacion: (X=x) representa o suceso "a v. a. X toma o valor x"
(X<x) representa o suceso "a v. a. X toma valores menores que x"
p(X=x) representa "probabilidade de que a v. a. X tome o valor x"
p(X<x) representa "probabilidade de que a v. a. X tome valores menores que x"

2.1.2 Variabel aleatoria discreta

Def.-  Dise que unha varidbel aleatoria, X, ¢ discreta, cando s6 pode tomar un nimero finito (ou
numerabel) de valores (x,, X,, ..., X,)-

Exemplo.‘ Consideremos o experimento "lanzar dous dados" e sexa a variabel aleatoria X = "suma de puntos que se
obtén".
X s6 pode tomar os valores: 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12.

2.1.3 Funcion de masa de probabilidade asociada a unha v. a. discreta

Def.-  Chamase funcion de masa de probabilidade, f(x), dunha v. a. discreta 4 aplicacion que asocia
a cada valor da varidbel aleatoria a siia probabilidade.

f(xsz e X = If)

1. A funcion de masa de probabilidade toma valores comprendidos entre 0 e 1: 0 < f(x;) < 1
ii. A suma de todos os valores da funcién de probabilidade é igual a 1: 2 f(x,)=1
i=1

Exemplo 1: Para av.a. X ="suma de puntos que se obtén o lanzar dous dados", representamos na seguinte tiboa os
valores de X e os correspondentes da funcion de masa de probabilidade:

X; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1

f(x;) =p(X=x;) | 1/36 |2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 |4/36 |3/36 |2/36 |1/36

Exemplo 2: Consideremos a variabel aleatoria X que toma os valores que aparecen na seguinte taboa, na que tamén estan
as correspondentes probabilidades:

X, f(x) = p(X=x,)
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3 0.148 A funcion de densidade podemos representala

5 0.137 nunha grafica:
0.136
12 0.129 s
17 0.128 ota
23 0.116 012
30 0.108 0.1
38 0.098 0.08
1 0.06

12 23 30

Funcién de densidade

2.1.4 Funcion de distribucion asociada a unha v. a. discreta. Propiedades.
Representacion grafica

Def.- Dada unha varidbel aleatoria X, chamamos funcion de distribucion da v. a. X, a funcién F
definida como segue:

F(x)= p(X £ x)

(A funcioén de distribucion asocia a cada valor da v. a. a probabilidade acumulada ata ese valor).

Propiedades:

1) 0<F(x)<1, para calquera valor de x.

1) F(x) ¢ unha funcion "escalonada" (¢ constante entre cada dous valores de X).
1) F(x)=0, para todo x menor que o minimo valor da v. a. .

1v) F(x)=1, para todo x maior que o maximo valor da v. a. .

V) Se x<x' enton F(x)<F(x'") (F(x) € crecente).

Representacion grafica: (Exemplo 2)

08 1 -
06
04 —

0,2+

0 10 20 30 40 50

Funcién de distribucién F(x)
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2.2 Variabel aleatoria continua

2.2.1 Definicion de variabel continua

Def.-  Dise que unha variabel aleatoria é continua, cando pode tomar calquera valor dentro dun
intervalo da recta real.

Exemplo: Son v. a. continuas:

X = "tempo de funcionamento dun conxunto de maquinas dun determinado modelo".
X = "estatura dun grupo de persoas".

X = "temperatura media diaria dun lugar durante os 365 dias do ano".

=> Para v. a. continuas non ten sentido o calculo da probabilidade para valores illados (estes sempre

teran probabilidade 0), os valores da v. a. sempre se consideran agrupados en intervalos. Por exemplo,
non ¢ 16xico intentar calcular a probabilidade de que unha persoa mida 170,352638474 cm, semella
moito mais razodbel formular o problema de calcular a probabilidade de que a estatura dunha persoa
estea comprendida entre 170 cm e 171 cm.

2.2.2 Funcion de densidade asociada a unha v. a. c.. Representacion grafica

Def.- A funcion de densidade dunha v. a. continua X ¢ unha funcién f(x) integrabel que verifica:
i) f(x)=0 , para todo x do intervalo onde est4 definida.

i1) A area comprendida entre a grafica da funcidn f(x) e o eixo de abscisas ¢ igual a 1, € dicir:

Crwa=1

x
Exemplos: f(x)= 8
0  no resto dos casos

X
se 0=x=4 cos(x) se O=x==

0 noresto dos casos

g{x)={

Representacion grafica:

1 2 3 4 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
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2.2.3 Funcion de distribucion asociada a unha v. a. c.. Propiedades. Representacion
grafica
Def.-  Chamase funcion de distribucion dunha variabel aleatoria continua (X) a funcion F(x)
definida:
F(x)= p(X < x)
> Se f(x) ¢ a funcion de densidade da variabel aleatoria X a funcion de distribuciodn sera:
x
F(x)=p(X<x)=["_f(t)
0.4
0.31L
0.2
0.1¢r
p(X<Xx)
-2 X2 4 6
Propiedades:
1) 0<F(X)<1 F(-x)=0, F(o)=1.
ii) F(x)=0 , para todo x menor que o minimo valor da variabel aleatoria.
1) F(x)=1 , para todo x maior que o maximo valor da varidbel aleatoria.
iv) ¥=x = Fix)s Fix') (F(x) é crecente).
Representacion grafica:
1.2 1 G/()/(), e
1 / /////
F(x) ya 0.8}
0.8
0.6]
0.6
0.4}
P (x)
0.4 P f X
_ (x) 05l
0.2
° 0 76751 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 O . 2 5 O .5 O .75 1 1. 2 5 1.5
f(x) e F(x) g(x) e G(x)
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2.3 Caracteristicas dunha variabel aleatoria

2.3.1

Def.-

2.3.2

Def.-

Esperanza matematica (media)

Variabel aleatoria discreta:

Chémase media (u) (ou esperanza matemdtica ou valor esperado) dunha v. a. discreta X ao
numero:

E[X]=p=xp+X,0+..4+X D, = ;.xr.pr.

onde X;, X,, ..y X, SON 0s valoresde X € Py, Py --e» P, SON as respectivas probabilidades.

Variabel aleatoria continua:

Chémase media (u) (ou esperanza matemdtica ou valor esperado) dunhav. a. continua X que

ten por imaxe o intervalo [ﬂ: b] e por funcion de densidade f(x) ao valor da integral:

E[X]= =[x /()

Varianza e desviacion tipica
Variabel aleatoria discreta:

Chamase varianza (¢?)dunha varidabel aleatoria discreta X ao nimero:

F
Var[X]|=0 " =x"p+ X, ' po+..+x,°p —p" = Zl X‘p—p”
=

onde X,, X, ..., X, SOn 0s valores de X € p;, P, ---s P, SON as respectivas probabilidades.

Variabel aleatoria continua:

Chamase varianza (6°) dunha variabel aleatoria continua X que ten por imaxe o intervalo

[a: b] e por funcion de densidade f(x) ao valor da integral:

vaX]= o = [[(x- u) f() dv =[x f(x) ds - p?

Chamase desviacion tipica (6) da v. a. X 4 raiz cadrada da varianza.
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Distribucion binomial. Distribucion normal

Distribucion binomial

3.1.1 Variabel aleatoria binomial
Consideremos un experimento aleatorio (experimento de Bernouilli) para o que:
1) Unicamente poden presentarse dous resultados, o suceso A e o contrario A' (por tradicion
chédmase éxito o suceso A e fracaso o suceso A')
i1) O resultado de cada proba ¢ independente dos resultados anteriores
ii1) A probabilidade do suceso A ¢ constante (non varia en cada proba)

Todo experimento que tefia as caracteristicas anteriores, dise que segue unha distribucion
binomial.

A variabel X que expresa o nimero de éxitos en cada proba do experimento, chdmase varidbel
aleatoria binomial.

> A varidbel aleatoria binomial ¢ discreta: se realizamos n probas os Unicos valores que pode
tomar son 0, 1, 2, ..., n.

Notacion: p = probabilidade de que ocorra A
q =1 - p =probabilidade de que non ocorra A.
n = nimero de probas.
B(n, p) = variabel de distribucion binomial de parametros n e p.

Exemplo.- Para o experimento de lanzar unha moeda:

Se consideramos A: o suceso sair cara € facemos 12 lanzamentos temos unha distribucion
binomial: B(12, 0.5).
3.1.2 Funcion de probabilidade dunha v. a. binomial

Dada unha v. a. binomial X de parametros n e p: B(n,p), a funcion de probabilidade de X ¢é a que ven

dada pola formula:
£

:I L i T _mx
p(x)=p(X=x)= = 1P 4 , onde x pode tomar os valores: 0, 1,2, ..., n
X 0 1 2 n
p(x)=p(X=x) q' (n) i (m) 2 p
L 1)?9 2)P?
> A funcion de distribucion sera:
- :I; H\I' i_mi
F(x)=p(X <x)= Z.: ;|1Pa

3.1.3 Caracteristicas da variabel aleatoria binomial
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Se X é unha v. a. B(n, p) pode comprobarse facilmente que:

Esperanza de matemdtica de X (media): E[x]= g =n-p

Varianza de X: Var[ X] = ot = n-p-q

Desviacion tipica de X: @ = /- pP-(

Exemplo.‘ Un exame tipo test estd composto por 10 preguntas, con 5 posibeis respostas cada unha, das cales s6 unha ¢
valida. Supofiendo que non sabemos ningunha pregunta (a veces sucede!) contestamos ao chou e esperar que haxa sorte.

Se A: "contestar correctamente"”, temos n = 10, p = p(A) = 1/5, q = p(A') = 4/5, estamos ante unha distribucién
B(10, 1/5)

i) Probabilidade de non acertar ningunha pregunta
“0)- [ 19] (1150 (arsyro-0
p(x=0)=| | (1/5)"(4/5) =0.1074
ii) Probabilidade de acertar todas as preguntas
_ _ 10 1/5 10 4/5 10-10
P(X=10)= | 4] (1/5)(4/5) = 0.0000001024
iii) Probabilidade de acertar tres preguntas
- | 19) (115 (ass)to-2
pX=3)= | o'| (1/5)°(4/5) =0.2013
iv) Probabilidade de acertar menos de catro preguntas

3
P(X<3) = p(X=0) + p(X=1) + p(X=2) + p(X=3) = Y ( 1,-0) (1/5)/(4/5)1°7  _ o 3791
i=0

v) Probabilidade de aprobar (para aprobar hai que acertar polo menos cinco preguntas)

P(X=5) = p(X=5) + p(X=6) + p(X=7) + p(X=8) + p(X=9) + p(X=10) =

_ 25:( ; ) (1/5)(4/5)1°7  _ 1308
i=

3.1.4 Calculos para distribucions binomiais

O calculo de probabilidades para v. a. que seguen unha distribucion binomial € na maioria dos
casos moi traballoso. Para facilitar estes calculos elabordronse tdboas que nos proporcionan
os valores que toma a v. a. X segundo os valores de n ¢ p. Na actualidade estas tdboas

comezan a estar en desuso, sendo substituidas por calculadoras e ordenadores.
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3.2 Distribucion normal
3.2.1 Variabel aleatoria normal

Def.-  Dise que unha varidbel aleatoria continua X segue unha distribucion normal de media u e

desviacion tipica o, que representamos por N (i, &) , se cumpre as seguintes condicions:

1) A variabel X recorre toda a recta real (de -« a +)
i1) A funcion de densidade ¢ a dada pola seguinte expresion:

1|'{ x__il"]-
o= Kt |

L

1
f(?f)=m€“

3.2.2 Funcion de densidade dunha v. a. normal. Parametros da distribucion normal:

media e varianza. Representacion grafica. Propiedades

A funcion de densidade dunha distribucion normal, N(p,0), ¢ a da formula anterior, onde:
1 =E[x] = Media (ptamén ¢ o valor da moda e da mediana)

¢ = Desviacion tipica, por tanto ¢* = varianza.

Gréfica:

0.12

0.10}

0408}

/ \

0.06

0.04

0.02f

-4 -2 2 4 6 8
Propiedades:
1) A curva € simétrica respecto da recta x=p.
1) Ten unha asintota horizontal que ¢ o eixo OX.
iil) O valor maximo da funcién obtense para x=p.
1 x—u
. . . . w1 ]
1v) A area comprendida entre a curva e o eixo OX éigualal, [_r —2 g =% di=1
T

Se dividimos esta superficie pola recta x=p , queda a metade da area a cada lado.
V) Os puntos para os que x=p+6 ¢ X=p-6 son os puntos de inflexion da curva.
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3.2.3 A distribucion normal estandar (N(0,1)). Manexo de taboas

Entre as infinitas distribucions N(4, &)  ten especial interese aquela (que denotamos por Z )
que ten media 0 ¢ desviacion tipica 1, N(0,1) , chamada distribucién normal estindar ou

distribucion normal reducida.
Para esta distribucion a funcion de densidade é:

I‘\-Jl

(z)=

0.5
0.4
/0.3 \
0.2 |
0.1¢
/// ‘\\;
-3 -2 -1 0 1 2 3

Propiedades:
1) A curva ¢ simétrica respecto do eixo OY.
i1) Ten unha asintota horizontal que ¢ o eixo de abscisas.
1i1) O valor maximo da funcién obtense para z = 0.
1v) Os puntos z=-1 ¢ z = -1 son os puntos de inflexion da curva.
Calculo:

Para calcular os valores da funcion de distribucion da  N(0,1)
.I::

F(z)=p(Z<z)= T2z = dt , existen tiboas que simplifican moito os célculos. Na

actualidade estas tdboas comezan a estar en desuso, sendo substituidas por calculadoras e
ordenadores.

Exemplos:

F\ / !vg\
(A \\
: e -.’-"4‘: Lip

-0.50p 0.5

p(z<1)=0.8413 p(z<-0.5) = 0.3085 p(z20.5) = 0.3085 p(-0.5<z<1) = 0.5328
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3.3

3.2.4 Tipificacion dunha variabel aleatoria

Hai infinidade de varidbeis que seguen unha distribuciéon normal N(i, &) , parasimplificar

o calculo de probabilidades destas distribucions redicense a unha N{0.1) .
Chéamase tipificacion da varidabel 4 transformacion dunha variabel aleatoria X que segue unha
distribucion N (i, @) nunha variabel Z que segue unha di N{0,1)1 . Isto conséguese

facendo o seguinte cambio de varidbel:
X—u
&

Z= (Comprobar que Z é N(0, 1))

-4

o

XU < x—-yu
a

Para un valor calqueradav.a. x, z= , enton

b

|=p(z<2)

|If
p(X<x)=p

Aproximacion da distribucion binomial 4 normal

3.3.1 Condicions para poder aproximar a distribucion binomial pola normal

Se X é unha distribucién binomial B(#, p) , enton cando » tende a infinito (¢ dicir para u

nimero de probas cada vez maior) X tende a unha distribucion

N(np.npq)

Tipificando a varibel, Z = = i converxe a distribucion N(0,1)
NI PYq
Para poder aplicar este resultado na practica: a aproximacion ¢ mellor canto mais grande sexa n, ¢ p
se aproxime a 0.5. Se np e nq son maiores que 3 a aproximacion ¢ bastante boa e para np e nq maiores
que 5 ¢ case perfecta.

3.3.2 Calculo de probabilidades dunha dist. binomial por unha normal

A distribucion binomial € unha variabel aleatoria discreta e, polo tanto ten sentido calcular
probabilidades puntuais: p(X = a) . Mentres que a distribucion normal € continua e como tal tos

as probabilidades puntuais son nulas. Para resolver este problema cando aproximamos unha binomial
mediante unha normal, consideramos os valores da variabel aleatoria discreta como marcas de clase
de intervalos de amplitude 1.

X binomial p(X=x) p(a<X<b) p(a<X<b)

X como normal p(x-0.5<X<x+0.5) p(at+0.5<X<b-0.5) p(a-0.5<X<b+0.5)

Exemplo_’ Se X segue unha distribucion binomial B( . p:] , que cumpre as condicidns para poder aproximala por unha

normal, f'l'r(n}?; | ?’3}?9’) P{X = "U salcular P{35 0 45) que calcular
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APROXIMACION DA DISTRIBUCION BINOMIAL A NORMAL
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