1.1

XEOMETRIA NO ESPAZO

Vectores no espazo

1.1.1 Vectores fixos

M Un vector fixo a esta determinado por dous puntos 4 e B do espazo, sendo
A a orixe e B o extremo.
- Médulo do vector fixo d ¢ a lonxitude do segmento 4B.

Notacion: |c7|= Moédulo de a .
- Direccién do vector fixo d ¢ a da recta que pasa polos puntos 4 e B (ou

unha paralela).

- Sentido do vector fixo d ¢ o sentido do recorrido da recta direccion desde

A aB.

- Se se cofiecen a orixe, 0 mddulo, a direccion e o sentido un vector estd perfectamente determinado
no espazo.

- Vector nulo ¢ aquel para o cal coinciden a orixe e o extremo. Un vector nulo ten de modulo cero.

-Vector oposto de a ¢ o vector de orixe B e extremo 4 .

1.1.2 Vectores libres

B Se dous vectores fixos tefien igual modulo, direccion e sentido dise que son
equipolentes.

B A relacion de equipolencia clasifica os vectores fixos do espazo en clases
de equivalencia [67 ] , chamase vector libre do espazo a cada unha das clases

4

de vectores fixos do espazo que sexan equipolentes entre si.

- Represéntase por V a un vector fixo representante da clase [Zi ] (pode ser

calquera da clase).

- O vector libre nulo, 0, é o representante da clase de todos os vectores fixos nulos.
- =V =opostode V.

-Mobdulode V: |\7 | (¢ o modulo de calquera dos seus representantes).

- A direccion € o sentido dun vector libre ¢ a direccion e o modulo de calquera dos seus representantes.

= Para un vector libre V e un punto calquera do espazo P, sempre é posibel considerar un
representante de V con orixe en P. Ademais este representante é unico.

Notacion: V* = Conxunto de vectores libres do espazo.
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1.2 Operacions con vectores libres
1.2.1  Suma de vectores libres

Def.-  Dados os vectores libres V (con representante de extremos OA)

e U (con representante de extremos 4B) definese o vector suma de V e

u,v+1u, como o vector libre de representante de extremos OB.

Propiedades:

i) Asociativa: (\7 + ﬁ) +w=v+ (ﬁ + Vv), v, u, w OV

. e m e == - - 3
ii) Conmutativa: v+ u=u+v, UOv,ullV

iii) Elemento neutro: é o vector nulo O .

v+o=o+v, OvQOr’

iv) Elemento oposto: o opostode Vv é = V. -
- N\ == - 3
v+(-¥)=-v+v=06;, OvOV

1.2.2  Produto dun nimero real por un vector

Def-  Dado o vector libre V (con representante de extremos 4B) e o n T
numeroreal A definese o vector produto AV como o vector libre que
ten a mesma direccion que V , o mesmo sentido que v se A >0, 0
sentidode =V se A <0, eo0mddulo & [A|[V] .

Sed=0, Av=0 .

Propiedades:
iy Ado=o0, UAOR.

iy (A+p)v=Av+py, OA, uOR , OOV
iy A(V+a)=Av+ Au, ODAOR, Ov,u0p°
i A(uv) = (Au)v . O, wOR, OV OV
vwlv=v, 0y 0V°
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Dependencia e independencia lineal de vectores

M En /7 dous vectores son linealmente independentes se tefien distinta direccion.

V e U son linealmente dependentes < % = AV
M En )7 tres vectores son linealmente independentes se non son coplanarios.
V,U e W son linealmente dependentes < w=Av+ pyu, i.é wn . B

pode expresarse como combinacién lineal dos outros dous. .
M En J” catro ou mais vectores sempre son linealmente dependentes. f o

W Se v,u e w son linealmente ind. calquera outro vector pode expresarse como

combinacion lineal deles. Dise que { u,v, fv} forman unha base de V.

—

W Se paraabase B = {ii, v, VV} ,Z=Xxu+ yv+zw,osnimeros (x, v, Z)

chdmanse coordenadas do vector z respecto da base B.

Espazo afin asociado ao espazo vectorial V?
M Sexa E o espazo ordinario de puntos, a cada par de puntos (A, B ) de ExE
sempre lle podemos asociar un vector de 7 (a clase do que ten de extremos

AB). Temos polo tanto definida unha aplicacién: E X E - —= » J°
Chamase espazo afin asociado a V7 ao formado polo espazo ordinario de
puntos e a aplicacion anterior.

Notacién: E’ = espazo afin (tridimensional)

1.4.1 Sistemas de referencia no espazo afin E*
M Un sistema de referencia do espazo afin E° é o formado por catro puntos

{0; A, B, C} tq os vectores d =[0A4] , b :[OB] e ¢=[0C] son .

linealmente independentes (forman unha base de E°).
O punto O denominase orixe do sistema e as rectas definidas por
OA, OB e OC eixos de coordenadas.

® Dado un punto calquera de P(x,y,z) JE’, queda univocamente

determinado o vector Vv =OP =xa + yb +z¢, os nimeros (X, y, z)
chamanse coordenadas do punto P no sistema de referencia

{0; A, B, C} ou coordenadas do vector V na base {Zl, E, 5} .

B O sistema de referencia que se utilizara, sempre que non se indique o

contrario, sera o canédnico que é o formado por {(0, 0,0); (1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)}
Notacion: &, = 1 = (1,0,0); & =7 =(0,1,0); & =k =(0,0,1)
1.4.2 Operacions con coordenadas

Suma: V+u =V, v,, ;) +(u,uy,u,) = (v, +u, v, +u,, v, +u,)

Produto por un escalar: Av=A (\71, \72, \73) = (AT)I, AVZ, A\%)
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1.4.3 Método para comprobar a dependencia ou independencia lineal de vectores

Sexan os vectores: U = (xl, Vi Zl) , V= (xz, Vs, Zz) , W= (x3, V35 Z3) ; € sexa a matriz:
X N4
A=|x, y, z,

Xy V3 Zy

| |A| 0 < rango(A)=3 O= {\7, u, *} Independentes

Exemplo: u =(1, 2, 3), v
123
-120=120 = {ﬁ, v, Vv} l. independentes
011

(-1.2,0), w=(0,11)

{5, ,%

Dependentes e polo menos un ten distinta direccion.

| |A|=() e rango(A)=2 0=

Exemplo: i =(1,2,3), v=(-12,0), w=(0,4,3)
123

-120=0 = {ﬁ, v, ”} l. dependentes (os tres tefien distinta direccion)
043

Exemplo: i=(1,2,3), v=(2,4,6), w=(0,4,3)
123
246=0 = {ﬁ,f}, a} 1. dependentes
043

(u e v tefien a mesma direccion e w distinta)

{3, 2,7}

Dependentes e os tres tefien a mesma direccion.

I|A|:O e rango(A)=1 0=

Exemplo 3: 1 =(1,2,3), v=(2,4,6), w=(-3,-6,-9)

1 2 3
2 4 6/=0 = {ﬁ, v, a} l. dependentes (os tres tefien amesma direccion)
-3 -6 -9
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ECUACIONS DE RECTAS E PLANOS

Ecuacions da recta no espazo afin tridimensional

Z
/]
2.1.1 Ecuacion vectorial P(x,y.z)
Sexan: P(x, y, z) punto arbitrario da recta r r a p
A(xl, Vi Z1) punto fixo da recta r o <
. . 7Y
p vector [OP],  a vector [OA] /
V= (v1 > Vs V3) un vector coa direccion de r (vector director) X

A un numero real

A ecuacion da recta que pasa por A e ten a direccion do vector P, pode expresarse como:

—

p=a+Av,010OR

)
(x, ¥, z) =(x1, Vi Zl) +/1(v1, Vs, v3), 0A OR

Ecuacion vectorial

Exemplo: A ecuacion vectorial da recta que pasa polo punto 4(1,2, 0) e ten por vector director v =(=2,2,3) é:
(x,v,2)=(1,2,0)+A(-2,2,3), AOR.

2.1.2 Ecuacions paramétricas

Dada a ecuacion vectorial da recta r: (x, Vs z) = (xl, Vi Zl) + A(vl, Vs, v3) , deducimos que

(x, v, z) = (xl, Vis zl) + (/]vl, Av,, /1v3) = (x1 A,y Ay, zp + /1v3) , enton a ecuacion da recta pode

expresarse como:

X =x + Ay
y=y +Av,, OAOR
z =2z, + v,

Ecuacions paramétricas

Exemplo: As ecuaciéns paramétricas da recta que pasa polo punto A(1, 2, 0) e ten por vector director

x=1-2A
v=(-2,2,3) son: {y=2+2A,0A0R .
z=3A
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2.1.3 Ecuacions continuas (simétricas)

s y, . X —X - z—-z

Despexando A nas ecuacions paramétricas obtemos: A = L A= Y=hn , A= L de onde
v v v
1 2 3

X5 _ V™

deducimos: \Z v, Vs

7%=

Ecuacions continuas

Exemplo: As ecuacions continuas da recta que pasa polo punto A(1,2, 0) e ten por vector director v = (=2, 2, 3)

x-1_y-2 _z

-2 2 3

son:

2.1.4 Ecuacions reducidas

X7 _JV™Nh V2 V2
= y=—x-—=xty
. . . v Vv, V| V|
Das ecuacions continuas deducimos: _ v z—2 = ’ y , chamando
1 = 1 z = —3)6 ——3)61 + Zl
Vi V3 Vi V1
y=ax+b
v v % % ., _
a=-2, b=—-2x+y, a'=—2, b'=-—2x +z,temos as ecuacions: z=a'x+b
Vi Vi Vi Vi

Ec. Reducidas

Exemplo: Ecuacions reducidas da recta que pasa polo punto A(1, 2, 0) e ten por vector director v =(=2, 2, 3):

2.1.5 Ecuacion da recta que pasa por dous puntos

>N

Sexan A(xl, Vs Zl) e B(xz, Vs Zz) dous puntos distintos da B P(x.y,z)
recta r, o vector, v, definido por AB ten por coordenadas,

(x2 XLV, T V2T Zl) ,como V ten a mesma direccion que

r, substituindo nas ecuacions continuas temos:

X=X Y= )Y _zZ7Zz

Xo =X M=™WV 27 Z X

Recta que pasa por dous puntos

Exemplo: Para a recta que pasa polos puntos A(4,2,1), B(2,4,4), o vector director ¢ v =(=2,2,3), enton a
x—-4 _y-2 z-1
-2 2 3

ecuacion continua sera:
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2.2

Ecuacions do plano no espazo afin tridimensional

2.2.1 Ecuacion vectorial

Sexa P(x, y, z) unpunto arbitrario dun plano z, definido por un A

punto fixo do plano A(Xl, Vi Zl) e dous vectores, V €U,

linealmente independentes (vectores directores)

V=(v,vy, ) i =(u,uy,u); P VeCtOI‘[éP] ;

—

a vector[ OA] ; A, p nimeros reais

|

A ecuacion do plano, 7, que pasa por 4 e ten por vectores
directores v € u , pode expresarse como:

p=a+Av+u, 0OA uOR
)
(x, Y, Z) = (xl, Vi 21) +/](v1, Vs, v3) +,u(u1, Uy, u3), OA, £ 0OR

Ecuacion vectorial

Exemplo: A ecuacién vectorial do plano que pasa polo punto A(1,2,0) e ten por vectores directores

V=(-2,2,3),0=(4,0,) & (x,,2)=(1,2 4,0)+ A(=2,2,3) + (4,0,1), UA, y R

2.2.2 Ecuacions paramétricas

Dada a ecuacion vectorial do plano z: (x, Y, Z) = (xl s Vis Zl) + A(vl, Vs, v3) + ,Ll(ul, Uy, u3) , deducimos
(x, Y, Z) = (xp Yis Z1) +(/]V15 Avy, AV3) + (,Ubﬁa My, ,UM3) =
= (v + Avy + fay, yy + Avy + flay, 2y + Avs + )

X =xptAv + fan
y==n +/]V2+1uu2= D/],,UDR

entén a ecuacion do plano pode expresarse como:

z =z +Avy + Ly

Ecuacions paramétricas
Exemplo: As ecuaciéns paramétricas do plano que pasa polo punto A(1,2,0) e ten por vectores directores

x=1-2A+4u
v=(-2,2,3),u=(4,0,1) son: y=2+2A4 ,0A u0OR.
z=3A+u

2.2.3 Ecuacion implicita (xeral)

O vector AP = (x - X, Y~ V.2~ Z1) ¢ combinacion lineal dos
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vectores V e U ,entén det( AP, v, 1) = 0, isto implica que: 12 v, v, [=0

Calculando o determinante anterior chegamos a unha expresion da forma:
axtby+tcz+d=0

Ecuacion implicita

Exemplo: A ecuacion implicita do plano que pasa polo punto A(l,2,0) e ten por vectores directores

x-1y-2:z
v=(-2,2,3),u=(4,0,1) sera: | 22 3/=2x+14y—-8z-30 = x+7y-4z-15=0
4 0 1

2.2.4 Ecuacion do plano que pasa por tres puntos

<
Dados tres puntos non alifiados A(xl, Vi Zl), B(xz, Vys Zz) e gi
A B

C(x3, V3s 23), os vectores V= AB e u= AC son linealmente v

independentes e o plano 7T (A, v, ft) , que contén aos tres puntos, ten como ecuacion:

X=X Y=V z7Zz
X, =X YV~ 2, 2|=0

X3= X V3= ) 237 %

Plano determinado por tres puntos

Exemplo: A ecuacién do plano que pasa polos puntos A(1, 2, —1), B(2,3,2) e C(3,2,0) ¢ aseguinte:

x—1y-2z+1
1 1 3 |=x+5y—-2z-13=0
2 0 1

2.2.5 Ecuacion segmentaria do plano

Sexan A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0,0, c) os puntos de intersecciéon dun plano, m, cos eixos de
coordenadas. O plano podemos consideralo determinado polo punto 4 e os vectores AB = (—a, b, 0)
xX-ayz

e AC=(-a,0,c),enténastaecuacion: | —a b 0| = bcx — abe + acy + abz = 0, dividindo

-a 0c
por abc deducese que:
X z
= F Bd +—=1
a b c

Ecuacién segmentaria
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POSICIONS RELATIVAS DE RECTAS E PLANOS

Posicions relativas de dous planos

Consideremos dous planos dados polas ecuacions: {

. A_(abcj A*_(abcdj
€ sexan as matrices: - a' b’ C' N - a' b’ C' d' .

m ax+by+tcz+d=0
m:. a'x+by+c'z+d=0

W rango(A4) =2 =rango(A*) = S. C. L, a interseccion dos dous planos é unha recta.

ax+by+cz+d=0
ax+by+tcz+d=0

r.
Exemplo: Dados os planos 7E2x+4y—z=5 m:4x—y+z=7, temos que . l
2 4 -1

rang0(4 |1 j =2 =rango(A*) = os planos definen unha recta.

W rango(A4) =1 =rango(A*) = 8. C. L, os planos son coincidentes.

Exemplo: Dados os planos 7T 2x +4y—z =5, mT:4x+8y—2z =10, temos que
(24—1)_1_ ((24—1 sj): | -

rangO 4 8 _2 —-1-= rango 4 8 _2 10 0s planos coinciden.

M rango(A) =1 % rango(A*) =2 = S. L, os planos son paralelos.

Exemplo: Dados os planos 7T 2x +4y—z =5, 7:4x+8y—2z =1, temos que

(24—1)_1_ (24—15} . ol
rango 48 )" =rango( 4891 ) os planos son paralelos.

= Dado un plano de ecuaciéon N:ax+by+cz+d =0, o conxunto de todos

S.C.I

B’=B

S.C.L

os planos paralelos a /7 tefien unha ecuaciondaforma ax + by + cz+ k = 0 , onde k é un nimero

real calquera. En particular a ecuacion do plano paralelo a 7T que pasa pola orixe de coordenadas ¢

ax+by+cz=0.

Exemplo: Dado o plano 7z 2x =3y +z+7 =0, os planos paralelos tefien son 2x =3y +z +k =0, se queremos

calcular o plano paralelo que pasa por un punto concreto, por exemplo A(2, 1, —5) , substituimos as coordenadas do punto

na ecuacion dos planos paralelos para calcular £:
2x2-3x1+1x(-5)+k=0 = k=4

enton a ecuacion do plano paralelo a 7T que pasa polo punto 4 é: 2x =3y +z+4=0.
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3.2 Posicions relativas de tres planos

Dados tres planos de ecuacions: B rango(A) =1 =rango(A*) = S. C. L
T ax+by+tcz+d=0 (os planos son coincidentes)
m: a'x+by+c'z+d=0
m': a"x+b"y+c'"z+d"=0

consideremos as matrices:

a b c a b c d
_ £ _ M rango(A) =2 # rango(A*)=3 = S. L
A=|a" b c'|, A =|a b " d & &
a' b " a" B d" (os tres planos non coinciden en ninglin punto)

18
B rango(A) =3 =rango(A*) = S. C. D.

(a interseccion dos tres planos € un punto)

B rango(A) =2 =rango(4*) = S. C. L

(a interseccion dos tres planos ¢ unha recta)
B rango(A) = 1% rango(A*) =2 = S. L (os

tres planos son paralelos)
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3.3 Posicions relativas dunha recta e un plano
ax+by+cz+d =0
a'x+by+c'z+d'=0

Consideremos a recta, 7, e o plano, m, dados polas ecuacions
a|1x+b!|y+c||z+d!|=0

VA
a b c a b c d
e sexan as matrices: 4 =| a' b c'|, A=la b & d
a' b” c' a" b” c" d”
M rango(A) =2 Z rango(A*) =3 =>

W rango(A) =2 = rango(A*) —>

—> S.C. 1, arecta esta contida — S. 1., arecta ¢ o plano son

B rango(A) = 3 =rango(A*) —>

—> S.C. D, a interseccién da recta e
do plano ¢ un punto. no plano. paralelos.
\{\ i /
T \
\
3.4 Posicions relativas de duas rectas
ax+by+cz+d=0

a'x+by+cz+d=0

Consideremos as rectas dadas polas ecuacions: XAD y+z+d"= 0
{a x+b"'y+c 'z+d""'=0
a b c a b c¢
. a b * a b ¢ d
e sexan as matrices: A = JRTRTTRNEE A = TR TR
a b" c a p" " d"

= rango(A*) = S. C. D, a M rango(A) =3 z rango(A*) = 4 = S. 1, as rectas

B rango(A) = 3 =
interseccion das duas rectas é un punto. cruzanse (sen cortarse). \

s

B rango(A) =2 # rango(A*)=3 => S.1, as rectas

B rango(A)=2=rango(A*) = S.C.L., asrectas son
son paralelas. F

coincidentes. E
S
S
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4.1

PRODUTO ESCALAR

Definicion de produto escalar

4.1.1 Modulo dun vector. Propiedades. Vector unitario
Def.-  Chamamos distancia entre dous puntos do espazo afin A(xl, Vi Z1) e B(xz, Vs Zz) , 40

namero real:

2

d(4, B) = \/(xz - x1)2 + (yz - yl)2 + (Zz - Zl)

M Sexa un vector V = (Vv Vy, V3) de orixe A(xl, Vis Zl) e extremo B(xz, Vs Zz) , enton o modulo

—

de v,|v

, que coincide coa distancia entre 4 e B, d(4, B), sera:

|§| =d(4,B)= \/(xz - 751)2 + (J’2 - y1)2 + (Zz - 21)2 = \/"12 + sz + v33

Propiedades do modulo:

i) =0 - v=06 iv) v+ | < |v] + [4] B
i) |‘7| >0 < V%06 (Desigualdade triangular) y <

A - $C
iy A3= Al

B Un vector que ten de modulo 1 chdmase unitario.

4.1.2 Definicion de produto escalar

Def.-  Chamamos produto escalar de dous vectores non nulos, V e, ao

produto dos seus modulos por o coseno do angulo que forman, O .
Definese o produto do vector nulo por un vector calquera como cero.

V@ =¥ ii|cos

u': proxecc. de U sobre V
v @ =0, se vou u son nulos

|| = || cos a
v 0 =[]
= Da definicion de produto escalar dedlicese que: o produto escalar de dous

vectores é un n°real.

4.1.3 Propiedades do produto escalar

i) Viv=0 o V=0 vy A(vm) = (Av)ai = vydAa)
ii) VIV >0 v) vla+w)=vOi+v0Ov=(a+w)D
iii) viu=ulv v (v Eﬁ)zs 5222

(Desigualdade de Cauchy-Schwartz)

11.4.1 Xeometria no espazo



4.2 Expresion analitica do produto escalar

Sexan A(xl, Vi Zl),B(xz, Vys Zz) e C(x3, Vs Z3) tres puntos non

alifiados e sexan V,u e W os vectores definidos por 4B, AC e BC p

respectivamente.

vT/|=a

u|=b,

Temos que: |\7| =c,
17=(v1,v2,v3)=(x2—x1,y2—yl,zz—zl), ﬁ:(ulau2au3):(x3_xlay3_y1’23_21)’
Vv=(w1,w2,w3)=(x3—x2,y3—y2,z3—zz)

vtw=u O= w=u-v 0O= Vv=(ul—v1,u2—v2,u3—v3)
Polo teorema do coseno sabemos que:

a’>=c*+b*-2bccosd 0= |Vv|2=|17|2+|ﬁ|2—2|\7||ﬁ|cosa’ 0=

L

U= cosa=

2/
Y Y Y 2_ [ 2 2\ [ [ 2 7\
\/(“1 Vl) +(”2 Vz) +(“3 V3) v Ty, u tu, tu ~

2[7a

(u, _"1)2 +(u, _Vz)2 +(u, _V3)2 _(V12 +v,’ +V32)_(u12 *u,’ +“32)

2[¥ja

_ 2viuy +2v,5uy +2v;u _ ity F vty + vy
2] [

Por definicion de produto escalar v [ = [v|[if| cos @, e substituindo cosa temos:

Vit Hvouy v

v = |\7||L7|cosa' = |\7||ﬁ| |‘7||L7| = vy + vyu, + vauy, formula que nos permite expresar o

produto escalar dos vectores V e i en funcion das stas coordenadas:

Expresion analitica
do produto escalar

viu=vutv,u +vu,

Exemplos:
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4.3

Angulo que forman dous vectores. Ortogonalidade

M Se a ¢ o 4ngulo que forman dous vectores V e, polo visto anteriormente
v ViU + Vo, + VU

v \/V12 + 1,7 vy \/ulz +uy® +uy”
Vith TVl t Vil

2 2 2 2 2 2
vty v \/”1 tu, tu

sabemos que cosa =

, de onde se deduce

v

<i

que o dngulo formado por V eu é: @ = arccos \/

Exemplo 1. O angulo formados polos vectores v = (1, 1,1) e u =(1,-2,3) &

—243 50 1128978"

a 2+
= arcCoS—=—r—
V314
Exemplo 2: O angulo formados polos vectores v =(1,1,1) e u =(2,2,2) é: arccosl =0°
3

Exemplo 3: O angulo formados polos vectores v =(1,1,1) e u=(-1,-1,-1) & a =arccos—1=180°

® Dous vectores non nulos, V e i, dise que son Veu ortogonais
ortogonais se o produto escalar ¢ igual a cero. II
il V@

ii (1

viu, +v,u, +viu, =0

......... o
c 0
Voo cosa =0
()
a =90°

Exemplo: Os vectores v =(1,2,3) e u =(1,4, —3) son ortogonais, posto que v =1+8-9=0.

B Chamamos angulos directores (0’ , ,B, y) dun vector v = (Vl, Vy, V3) aos angulos que forma cos

vectores [, j e k respectivamente. O cosenos destes

angulos (cosenos directores) venien dados por: Z—
- Vv B .-
- = ) = 1 o L
cosa = cos(v,z) =TS V>\ L
\/vl + v, + v, \\
, IXRTEERRE ERRRRRRR ~ :
- = : N\ :
cosf = cos(v, ]) === 22 - S W ¢ PN
: ** *s . \ :
\/v1 tv, +tv, : k % ; N
: P — \:
= % P T
cosy = cos(v, k) = : g vV, oY
2 2 2 :
\/vl + v, + Vv, :
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5.1

PRODUTO VECTORIAL E MIXTO

Produto vectorial

5.1.1 Definicion de produto vectorial

W Definese o produto vectorial de dous vectores B e B non
nulos e linealmente independentes como o vector, v [Ju,

que ten:
modulo: |R| B| sen o (ao=menor angulo agudo que
forman v e i ). | O = |v||i]sena

direccion: perpendicular aos vectores V e U

sentido: o de avance dun “sacacorchos” que xira en
sentido positivode V a u .

M Se R ou B son nulos ou se son linearmente dependentes

-

definese v u = 0.
= (O produto vectorial de dous vectores é un vector.

5.1.2 Interpretacion xeométrica do produto vectorial. Calculo da area de
paralelogramos e triangulos

<4
>
=

™ O vector v Ju é perpendicular ao plano xerado por V e 1 . .

B Sexan tres puntos non alinados 4, B e C e consideremos 0s
vectores:

Vv vector de extremos 4B

u vector de extremos AC B

D
Temos que: '

<y

sena=ﬁ — h=lijsena = |v0i|=|¥jisena=[ilh
u

v

de onde deducimos:
A superficie do paralelogramo definido polos vectores V e U

(ABDC) igual ao mddulo do vector produto vectorial de V e i :

SABCD = |‘_} D ﬁ|

A superficie do tridngulo definido polos vectores V e i (ABC) é igual

4 metade do médulo do vector produto vectorial de vV e u :
_ v Ol
S ABC ~ 2
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3.2

Propiedades do produto vectorial
5.2.1 Expresion analitica do produto vectorial

““Sexa B = {él, €, 53} = {i, 7, k} a base canonica de V* .

O vector produto vectorial de dous vectores v = (Vp Vs, v3) e u= (ul, u,, u3) ten a seguinte

expresion analitica:
Vo Vsl (i Vsl Y Vol Y2 Vsl Y1 Vsl V1 Vol

vUu-= e - e, + e = i - j+ k
U, U U U u u, U, U U U U u,

Este vector pode expresarse de forma simbolica (€, €,, €; son vectores) mediante o determinante:

e 6 é| |i j k
vOu={v, v, vy|=|v, v, v,

U U, Uy U U, U

Exemplo: Para os vectores v = (1, 2, 3), u= (1, 1, 1) o produto vectorial serd o vector:

I

k
3|=-i+2j-k=(-1,2,-1)
1

—_ N L

vUOu=|1
1

5.2.2 Propiedades

i. vlu=-ulv

i, A 0a)=(Av)0u=v0(1a)

ii.  vO(@+w)=vy0u+vOw

1v. O vector v u é un vector ortogonal aos vectores vV e u , ¢ dicir,

vy Ou)=ulvO0u)=0

V. V e i son linealmente dependentes }~ | Vi = 6 (Por definicion)

Vi. v v = 0 (consecuencia da propiedade anterior)

Vii. V e il son linealmente independentes ~ | {\7, u, v ﬁ} constitiien unha base de V*
=2 =R~ (= )2

viii. [y Oal" = Pl al* - (v Oi)
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5.3 Produto mixto
5.3.1 Definicion de produto mixto de tres vectores

M Sexan os vectores V = (vl, Vy, v3), u= (ul, U,, u3) ew= (W1= W, W3)

Definese o produto mixto dos vectores V, 1 € W como o niimero real, [\7 U, ﬂ/] que se

obtén de realizar o produto escalar de v por u L1w .

(7,4, w| = v (@ 0 %)

= (O produto mixto de tres vectores é un numero real.

ik
M A expresion analitica sera: [\7, u, Vv]=\7[ﬂﬁ Dﬂ/):(vl,vz,\@) LUy Us| =
W Wy W3
Vi Vo Vs
e e T I Y e [ﬁ,ﬁ,fv]= U u, U
Wy W3 Wi W3 W W

w W, W

Exemplo. Dados os vectores v = (1, 1, 2), u= (—2, 4, 0), w= (5, -1, 2) , 0 produto mixto é:

112
[v,i,w]=|-2 4 0/=-24
5 -12

5.3.2 Propiedades

i [voaw]=[w v a)=[aow ] = (v wa] = [ a9 = -[a, v, 0]
ii. V, U, W son linealmente dependentes < [17 U, W] =0

i A[v,a, ] =[5, a 0] = [, Aa, W] = [, @, A

v, [v+5,aw] =[5 6 W]+ [5, 80

(As propiedades anteriores deducense das propiedades dos determinantes)
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5.4

Interpretacion xeométrica do produto mixto

A

5.4.1 Volume de paralelepipedos

® Se V,ueWw son tres vectores calquera de V°,

linealmente independentes, determinan un paralelepipedo
que ten eses vectores por arestas.

O volume dun paralelepipedo de arestas dadas polos

vectores V, 1 e W ¢ igual 6 valor absoluto do produto

—

mixto dos tres vectores: |8 ‘[V, u, 171/]

Exemplo: Os vectores v = (1, 1, 2), u= (—2, 4, O), w= (5, -1, 2) , determinan un paralelepipedo de volume:

1 1 2
Viai =‘[17, u, Vv]‘= -2 4 0 =|-24/=24 w
5 -12

5.4.2 Volume de tetraedros

M Sabemos que o volume do tetraedro determinado por tres

| .
vectores V,U e W ¢ 5 do volume do paralelepipedo.

Entén, o volume dun tetraedro de vértices A, B, Ce D ¢

igual a un sexto do valor absoluto do produto mixto dos &
vectores: V de extremos 4B, U de extremos AC e W de

extremos AD:

Exemplo: Os vectores v = (1, 1, 2), u= (—2, 4, 0), w= (5, -1, 2) , determinan un tetraedro de volume:

112
Viia :1\[6, i, Vu]\:l -2 4 0 :l|—24|:4u3
6 6
5 -12

Exemplo: O volume do tetracdro de vértices 4(0, 0, 0), B(1, 0,0), €(0,1,0), D(0, 0,1) ¢

100
Vigep ==[0 1 0 ==’

001
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6EMANGULOS ENTRE RECTAS E PLANOS

6.1 Ecuacion normal dun plano 1
n=(a,b,c)
M Dado o plano 7 de ecuacion: ax+by+cz+d =0, imos 9
9
- , . -
comprobar que o vector # = (a , b, c) ¢ perpendicular ao plano P v Q

Consideremos un vector determinado por dous puntos / T 9X T by+ecz+d=0

calquera do plano P(xl, s zl) e Q(xz, V2, 22), e sexa
V= (x2 =X, V) = Vs 2y~ zl) o vector definido por PQ,

como P e Q pertencen ao plano deben verificar a ecuacion deste:
ax,+by +cz;+d =0, ax,+by,+cz,+d=0 =
= ax2+by2+czz+d—(ax1+by1+czl+d)=0 =
= a(xz—x1)+b(y2—y1)+c(zz—zl)=ﬁEP=O =

= 0s vectores z e v son ortogonais

O vector n = (a, b, c) chamase vector asociado (caracteristico ou normal) ao plano 7.

W Os cosenos directores do vector n (cosenos dos dngulos que forma 7 cos eixos de coordenadas)

a b c

son: COSQ = , cosf= , Cosy =
Na’+ b+ ¢ a’+ b+ Na’+ b+ ¢’

—

n
O vector (COS a,cosf, cos y) = H ¢ un vector unitario perpendicular ao plano 77 (ten
n

a mesma direccion que 7).
Dividindo a ecuacion plano, ax+ by +cz+d = 0, por |ii| = va’ + b* + ¢* temos:
a o4 b . c 4 d
\/a2+b2+cz \/a2+b2+czy \/a2+b2+02 \/a2+b2+cz

)

cosq@ x+cosf y+tcosyz+d =0

Ecuacion normal do plano

=0

Exemplo: O plano 72 3x +4y =5z +1=0 ten por ecuacion normal:

-5

3 4 1
T x+ + z+ =0
V50 \/50y V50 V50
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1.1

Angulo formado por dias rectas

B Sexan r e s duas rectas que se cortan, e que tefien como vectores

directores v = (vl, Vs, v3) eu= (”1: u,, u3) respectivamente, definese

o dngulo formado polas duias rectas como o menor dos angulos que

forman no plano que determinan.

Angulo formado por 7 e s = a = Angulo formado por V ¢ u

(ou o suplementario se ¢ =>—)

cos(r, )= cosq = ‘cos(fz, ii)‘
Por definicion de produto escalar: v [ = |17||ﬁ|cos(17, ﬁ) =

|‘7 Dﬂ _ ‘vlul tvu, t V3u3‘

|‘7||L7| ) \/Vl2 + v22 + v32 + \/ul2 + u22 + u32

= cosa = ‘cos(fz, ﬁ)‘ =

5

de onde deducimos:

|7 i

7

|v1u1 +vu, + v3u3|

a = arccos

2 2 2 [ 2 2 2
\/vl +v,” tv; \/“1 +u,” tu

Angulo de dias rectas que se cortan

+1 +3 +2 +1
Exemplo: Dadas as rectas 7: al =2 =2 ; Ssx—2=y+4= ==
-2 2 -1
2,-2,2)1,1, -1 )
a = arccos ‘( )[q )‘ =arccos— =70°31"' 43.6"
Va+4+441+1+1 6
M Se 7 e s son duas rectas son perpendiculares :
v i = ||| cosa = 0 N
a=90° - cosa=0 - ) o iig
V € i son ortogonais r |79
1_)'
= vyt v, v =0 S
+2 +2 -3 -8
Exemplo: As rectas 7t 2o ) =z+] s = y—l = Z7 son

perpendiculares, dado que:

v =(2,3,1)-2,-1,7)=-4-3+7=0
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6.3

Angulo formado por dous planos

M Sexan N:ax+by+cz+d=0

eN':a'x+b'y+c'z+d = 0 dousplanos que se cortan e que

tefien como vectores normais asociados 7 = (a,b, c) e o

m= (a', b, C') respectivamente, definese o dngulo formado

polos dous planos como o menor dos angulos que determinan.

. , -~ - T
Angulo formado por /Te 7T =@ = Angulo formado por 7i e 71 (ou o suplementario se é > E

cos(ﬂ, IT’) = cosq = ‘cos(ﬁ, ﬁa)
Por definicion de produto escalar: 7 [ = |7||m| cos(ﬁ, ﬁa) =

Lo |ﬁ Wz| |aa'+bb’+cc'|
= cosa=‘cos(n,m)‘= — =
il a2+ b7 42 +a? 42 e

, de onde deducimos:

|73 O laa' + bb' + cc'|
@ = arccos | = arccos
il | Na®+ B+ Na? + b7 +

Angulo de dous planos que se cortan

Exemplo: Osplanos Tt x =2y +z+5=0; 7m:2x+4y—2z+1=0 forman un angulo igual a:

(L-21)f2,4,-2)

= arccosﬁ =48°11'22.87"
JI+4+1J4+16+4 12

a = arccos

™ Dados dous planos 77e 7T perpendiculares:

a =90° = nem sonortogonais < nlm =0 < / Ro

N aa' +bb' +cc' =0

Exemplo: Para os planos 7T4x—2y+z+5=0; 7m:2x+3y—-2z+7=0,

temos que: 1 [&' = (4, -2, l) [q2, 3, - 2) =8-6-2=0, 7Te 7T enton son perpendiculares.
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6.4

Angulo formado por unha recta e un plano

M Sexan r unha recta que ten por vector director

—

V= (Vla Vs, V3) eM:ax+ by+cz+d =0 unplanoque

ten por vector normal 7 = (a, b, C), definese o dngulo

formado pola rectar e o plano 7T como o angulo que forman
a recta » coa sua proxeccion sobre o plano /7. /
r

Angulo formado por » ¢ 7T=@ = Complementario do angulo formado por Vv e 7 (ou o

: T
suplementario se ¢ > —).

sen(r, ]a =senqg = 005(900—0’) = ‘COS(\_}, ﬁ)‘

Por definicion de produto escalar: v (& = |\7||ﬁ|cos(\7, ﬁ) =

_ |\7 DE| _ |v1a +v,b+ v3c|

) |‘7||ﬁ| ) \/vlz +v,° +v12\/a2 +b? +c?

, de onde deducimos:

senq = cos(90°—a’) = ‘cos(ﬁ, ﬁ)‘

v G|

——! =arcsen
2 2. 2

|V||n| \/vl +v," + v, \/c12+b2+c2

Angulo entre unha recta e un plano

|v1a +v,b+ v3c|
a = arcsen

M Se arectar e o plano &t son perpendiculares: M Se a recta r e esta contida (ou ¢ paralela) ao
a =90° = V e n tefien a mesma direccion plano 77:
= V€N son linealmente dependentes. a =0° < Ve nsonortogonais «
= vin=0
V
n A
n
90° "
900
/r r ——>
y. :
r
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7.2

DISTANCIAS ENTRE PUNTOS, RECTAS E PLANOS

Distancia dun punto a un plano

® Dado un punto P(xo,yo,zo) e un plano

N:ax+ by+cz+d =0, adistancia entre ambos

ven dada pola férmula:

|x0a+ yobtz,ct d|

AP = AQ+ QP

d(P, ) = AP = AQUE + QP = QP
’ \/ 2,32, 2
a tb +tc . - . . .
: : AP =|OP| = |OP||ii|cos| OP, 71 || =|0P|||
Distancia dun punto a un plano
AP
d(P,m)=|PQ|= i
n
B A distancia entre dous planos paralelos pode
calcularse coa formula anterior tomando como 77un
dos planos e como P un punto calquera do outro
plano. *p =:P
T
W A distancia entre unha recta e un plano paralelos
pode calcularse coa formula anterior tomando como P ‘p T ‘p
un punto calquera da recta.
Distancia dun punto a unha recta P
M Dado un punto P(xl, Vi Zl) e unha recta 7 que ten por vector
oY r
director v = (vl, Vy, v3) e pasa polo punto A(xo, Yoo Zo) ¢ sexa AV Q
u= (x1 ~Xgs V1~ Vo 2y~ Zo) o vector definido por AP, adistancia AP = AQ+ QP
entre P e r ven dada pola formula: 0% = 400v + QPO = QPO ¥
i 0¥ = |oPO 7| =
S I J k o Y
|v [] u| 1 = QP\v\sen(QP, vj = |oP||v|
d (P, r) =——2= v % %
7 \/V12 bt 2 3 ap.r)=|pg =127
- - - , 1) = ==
X = Xg M= Vo 217 2 vl

Distancia dun punto a unha recta

1.7.1
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7.3

W A distancia entre duas rectas paralelas pode calcularse coa

férmula anterior tomando como » unha das rectas e como P un punto

calquera da outra.

Distancia minima entre duas rectas que se cruzan

W Sexan r e s duas rectas que tefien como vectores directores

-

Vv =

A(xl,yl,zl) e B(xz,yz,zz) respectivamente, e sexa

w= (x2 T Z1) o vector definido por 4B, a

distancia minima entre » e s ven dada pola formula:

(V1= vy, v3) e U= (ul, U,, u3) , € que pasan polos puntos

41 V2 Vs
U, u, /A 1% B
Hfz,ﬁ, *.” Xo= X, Vo~ Y, Z,~ 2
d(r,s)= > 5 Tl 2 1q2* 12 1
| [0l | i j ok
i o Vs,
U u, U
Distancia minima entre dias rectas que se cruzan
+1 -2 -2 +5 -2
Exemplo.' Distancia entre as rectas r:x :XIZ , s:x = Y = z
-3 2 2 2 -1 -2
v=(-3,2,2), u=(2-1,-2), w=(2,-52)-(-1,0,2)=(3,-5,0)
32 2
2 -1-2
350 -16 16
d(r,s)=fr——=——= =| |=—
A T
32 2
2 -1-2
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