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XEOMETRÍA 
O ESPAZO
 

1 O ESPAZO AFÍN E3 
 

1.1 Vectores no espazo 
 
1.1.1 Vectores fixos 
  
 Un vector fixo  está determinado por dous puntos A e B do espazo, sendoa

�

A a orixe e B o extremo.
- Módulo do vector fixo  é a lonxitude do segmento AB. a

�

�otación: =  Módulo de .a
�

a
�

- Dirección do vector fixo  é a da recta que pasa polos puntos A e B (oua
�

unha paralela).
- Sentido do vector fixo   é o sentido do recorrido da recta dirección desdea

�

A a B.
- Se se coñecen a orixe, o módulo, a dirección e o sentido un vector está perfectamente determinado
no espazo.
- Vector nulo é aquel para o cal coinciden a orixe e o extremo. Un vector nulo ten de módulo cero.
-Vector oposto de  é o vector de orixe B e extremo A .a

�

1.1.2 Vectores libres 
  
 Se dous vectores fixos teñen igual módulo, dirección e sentido dise que son

equipolentes.

 A relación de equipolencia clasifica os vectores fixos do espazo en clases

de equivalencia , chámase vector libre do espazo a cada unha das clases[ ]a
�

de vectores fixos do espazo que sexan equipolentes entre si.

- Represéntase por  a un vector fixo representante da clase  (pode serv
� [ ]a

�

calquera da clase). 
- O vector libre nulo, , é o representante da clase de todos os vectores fixos nulos.o

�

-  = oposto de .v−� v
�

- Módulo de  :   (é o módulo de calquera dos seus representantes).v
�

v
�

- A dirección é o sentido dun vector libre é a dirección e o módulo de calquera dos seus representantes.

 Para un vector libre   e un punto calquera do espazo P , sempre é posíbel considerar unv
�

representante de   con orixe en P. Ademais este representante é único.v
�

�otación: V3 = Conxunto de vectores libres do espazo.
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1.2 Operacións con vectores libres 
 
1.2.1 Suma de vectores libres 
  
Def.- Dados os vectores libres   (con representante de extremos OA)v

�

e  (con representante de extremos AB) defínese o vector suma de  eu
�

v
�

,  como  o vector libre  de  representante de extremos OB.,u v u+� � �

Propiedades:

i) Asociativa: ( ) ( )� � � � � � � � �
v u w v u w v u w V+ + = + + ∀ ∈, , , 3

ii) Conmutativa:   
� � � � � �
v u u v v u V+ = + ∀ ∈, , 3

iii) Elemento neutro: é o vector nulo .  
�
o

� � � � �
v o o v v V+ = + ∀ ∈, 3

iv) Elemento oposto: o oposto de  é . 
�
v − �v

( )� � � � � �
v v v v o v V+ − = − + = ∀ ∈; 3

1.2.2 Produto dun número real por un vector  
  
Def.- Dado o vector libre  (con representante de extremos AB) e o

�
v

número real  defínese o vector  produto   como  o vector libre queλ λ �v
ten a mesma dirección que , o mesmo sentido que  se  , o

�
v

�
v 0λ >

sentido de   se , e o módulo é  . − �v 0λ < λ �v

Se  .λ λ= =0,
� �
v o

Propiedades:

i)   ,  . λ � �
o o= λ∀ ∈ℝ

ii)  ,   ,  ( )λ µ λ µ+ = +� � �
v v v ,λ µ∀ ∈ℝ ∀ ∈�v V 3

iii) ,  ,  ( )λ λ λ� � � �
v u v u+ = + λ∀ ∈ℝ ∀ ∈� �

v u V, 3

iv)  ,  , ( ) ( )λ µ λµ� �
v v= ,λ µ∀ ∈ℝ ∀ ∈�v V 3

v) ,  1
� �
v v= ∀ ∈�v V 3
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1.3 Dependencia e independencia lineal de vectores 

 En V3 dous vectores son linealmente independentes se teñen distinta dirección.

 e  son linealmente dependentes    
�

v
�

u ⇔ � �

u v= λ
 En  V3 tres vectores son  linealmente independentes se non son coplanarios.

,  e  son linealmente  dependentes ,  i. é  un
�

v
�

u
�

w ⇔ � � �

w v u= +λ µ
pode expresarse como combinación lineal dos outros dous.

 En V3 catro ou máis vectores sempre son linealmente dependentes.

 Se ,  e  son linealmente ind. calquera outro vector pode expresarse como
�

v
�

u
�

w

combinación lineal deles. Dise que  forman unha base de V3 .{ }� � �

u v w, ,

 Se para a base , , os números { }B u v w= � � �

, ,
� � � �

z x u y v z w= + + ( )x y z, ,

chámanse coordenadas do vector  respecto da base B.
�

z

1.4 Espazo afín asociado ao espazo vectorial V3 

 Sexa E o espazo ordinario de puntos, a cada par de puntos   de ExE( )A B,

 sempre lle podemos asociar un vector de V3 (a clase do que ten de extremos

AB). Temos polo tanto definida unha aplicación: E E V× − −− → 3

Chámase espazo afín asociado a V3 ao formado polo espazo ordinario de

puntos e a aplicación anterior.


otación:  E3 = espazo afín (tridimensional)

1.4.1 Sistemas de referencia no espazo afín E3 
 Un sistema de referencia do espazo afín E3 é o formado por catro puntos

 tq os vectores ,  e son{ }O A B C; , , [ ]a OA=� [ ]b OB=
�

[ ]c OC=�

linealmente independentes (forman unha base de E3).

O punto O denomínase orixe do sistema e as rectas definidas por

OA, OB e OC eixos de coordenadas.

 Dado un punto calquera de , queda univocamenteP x y z( , , ) ∈ Ε 3

determinado o vector , os números (x, y, z)v OP xa yb zc= = + +
���� �

� � �

chámanse coordenadas do punto P no sistema de referencia

 ou coordenadas do vector  na base .{ }O A B C; , ,
�

v { }, ,a b c
�

� �

 O sistema de referencia que se utilizará, sempre que non se indique o

contrario, será o canónico que é o formado por { }( , , ); ( , , ), ( , , ), ( , , )0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1


otación: ( ) ( ) ( )�

�

�

�

�

�

e i e j e k1 2 31 0 0 0 1 0 0 0 1= = = = = =, , ; , , ; , ,

1.4.2 Operacións con coordenadas

Suma: 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( , , ) ( , , )v u v v v u u u v u v u v u+ = + = + + +� �

Produto por un escalar: ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , ,v v v v v v vλ λ λ λ λ= =� � � � � � �
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1.4.3 Método para comprobar a dependencia ou independencia lineal de vectores

Sexan os vectores: , , ; e sexa a matriz:( )�

u x y z= 1 1 1, , ( )�

v x y z= 2 2 2, , ( )�

w x y z= 3 3 3, ,

A

x y z

x y z

x y z

=
















1 1 1

2 2 2

3 3 3

    0 ( ) 3A rango A≠ ⇔ = ⇐⇒  Independentes{ }� � �

v u w, ,

Exemplo: ( ) ( ) ( )� � �

u v w= = − =1 2 3 1 2 0 0 1 1, , , , , , , ,

{ }
1 2 3

1 2 0

0 1 1

1 0− = ≠ ⇒
� � �

u v w l independentes, , .

    0 ( ) 2A e rango A= = ⇐⇒  { }� � �

v u w, ,

Dependentes e polo menos un ten distinta dirección.

Exemplo: ( ) ( ) ( )� � �

u v w= = − =1 2 3 1 2 0 0 4 3, , , , , , , ,

(os tres teñen distinta dirección){ }
1 2 3

1 2 0

0 4 3

0− = ⇒
� � �

u v w l dependentes, , .

Exemplo: ( ) ( ) ( )� � �

u v w= = =1 2 3 2 4 6 0 4 3, , , , , , , ,

 { }
1 2 3

2 4 6

0 4 3

0= ⇒
� � �

u v w l dependentes, , .

 (  teñen a mesma dirección e  distinta)
� �

u v e 
�

w

     0 ( ) 1A e rango A= = ⇐⇒ { }� � �

v u w, ,

Dependentes e os tres teñen a mesma dirección.

Exemplo 3: ( ) ( ) ( )� � �

u v w= = = − − −1 2 3 2 4 6 3 6 9, , , , , , , ,

 (os tres teñen a mesma dirección){ }
1 2 3

2 4 6

3 6 9

0

− − −
= ⇒

� � �

u v w l dependentes, , .
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2 ECUACIÓNS DE RECTAS E PLANOS 
 

2.1 Ecuacións da recta no espazo afín tridimensional 

 
2.1.1 Ecuación vectorial  

Sexan:  punto arbitrario da recta rP x y z( , , )

 punto fixo da recta r( )A x y z1 1 1, ,

 vector  ,  vector  
�
p [ ]OP

→ �
a [ ]OA

→

 un vector coa dirección de r (vector director)( )�
v v v v= 1 2 3, ,
λ un número real

A ecuación da recta que pasa por A e ten a dirección do vector vPPPP, pode expresarse como:

 ( ) ( ) ( )

� � �

⇕

p a v

x y z x y z v v v

= + ∀ ∈

= + ∀ ∈

λ λ

λ λ

,

, , , , , , ,

R

R1 1 1 1 2 3

Ecuación vectorial

Exemplo: A ecuación vectorial da recta que pasa polo punto  e ten por vector director   é:A( , , )1 2 0
�
v = −( , , )2 2 3

.( , , ) (1, 2, 0) ( 2, 2, 3),x y z Rλ λ= + − ∀ ∈

2.1.2 Ecuacións paramétricas  

Dada a ecuación vectorial da recta r: , deducimos que( ) ( ) ( )x y z x y z v v v, , , , , ,= +1 1 1 1 2 3λ
, entón a ecuación da recta pode( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z v v v x v y v z v, , , , , , , ,= + = + + +1 1 1 1 2 3 1 1 1 2 1 3λ λ λ λ λ λ

expresarse como:

  

x x v

y y v

z z v

= +
= +
= +









∀ ∈
1 1

1 2

1 3

λ
λ
λ

λ, R 

Ecuacións paramétricas

Exemplo: As ecuacións paramétricas da recta que pasa polo punto  e ten por vector director A( , , )1 2 0

 son: .
�
v = −( , , )2 2 3

x

y

z

= −
= +

=









∀ ∈
1 2

2 2

3

λ
λ

λ
λ, R
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2.1.3 Ecuacións continuas (simétricas)  

Despexando λ nas ecuacións paramétricas obtemos: , de ondeλ λ λ=
−

=
−

=
−x x

v

y y

v

z z

v

1

1

1

2

1

3

, ,

deducimos:   

x x

v

y y

v

z z

v

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3

Ecuacións continuas

Exemplo: As ecuacións continuas da recta que pasa polo punto  e ten por vector director  A( , , )1 2 0
�
v = −( , , )2 2 3

son:  .
x y z−
−

=
−

=
1

2

2

2 3

2.1.4 Ecuacións reducidas  

Das ecuacións continuas deducimos: , chamando

x x

v

y y

v

x x

v

z z

v

y
v

v
x
v

v
x y

z
v

v
x
v

v
x z

− = −

− = −










⇒

= − +

= − +










1

1

1

2

1

1

1

3

2

1

2

1
1 1

3

1

3

1
1 1

, temos as ecuacións: a
v

v
b

v

v
x y a

v

v
b

v

v
x z= = − + = = − +2

1

2

1
1 1

3

1

3

1
1 1, , ' , '

y a x b

z a x b

= +
= +



 ' '

Ec. Reducidas

Exemplo: Ecuacións reducidas da recta que pasa polo punto  e ten por vector director  : A( , , )1 2 0
�
v = −( , , )2 2 3

y x

z x

= − +

= − +







3
3

2

3

2

2.1.5 Ecuación da recta que pasa por dous puntos 

Sexan  e  dous puntos distintos da( )A x y z1 1 1, , ( )B x y z2 2 2, ,

recta r, o vector, , definido por AB ten por coordenadas,
�
v

, como  ten a mesma dirección que( )x x y y z z2 1 2 1 2 1− − −, ,
�
v

r, substituíndo nas ecuacións continuas temos: 

  

x x

x x

y y

y y

z z

z z

−
−

=
−
−

=
−
−

1

2 1

1

2 1

1

2 1

Recta que pasa por dous puntos

Exemplo: Para a recta que pasa polos puntos , o vector director é , entón aA B( , , ), ( , , )4 2 1 2 4 4
�
v = −( , , )2 2 3

ecuación continua será: .
x y z−
−

=
−

=
−4

2

2

2

1

3
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2.2 Ecuacións do plano no espazo afín tridimensional 

 
2.2.1 Ecuación vectorial  

Sexa  un punto arbitrario dun plano π, definido por unP x y z( , , )

punto fixo do plano  e dous vectores, ,( )A x y z1 1 1, ,
� �
v ue

linealmente independentes (vectores directores)

;   vector  ; ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , ; , ,v v v v u u u u= =� � �
p [ ]OP

→

 vector  ; λ, µ números reais
�
a [ ]OA

→

A ecuación do plano,  π, que pasa por A e ten por vectores

directores , pode expresarse como:
� �
v ue

 ( ) ( ) ( ) ( )

� � � �

⇕

p a v u

x y z x y z v v v u u u

= + + ∀ ∈

= + + ∀ ∈

λ µ λ µ

λ µ λ µ

, ,

, , , , , , , , , ,

R

R1 1 1 1 2 3 1 2 3

Ecuación vectorial

Exemplo: A ecuación vectorial do plano que pasa polo punto  e ten por vectores directoresA( , , )1 2 0

 é:  .
� �
v u= − =( , , ), ( , , )2 2 3 4 0 1 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ), ,x y z = + − + ∀ ∈1 2 0 2 2 3 4 0 1µ λ µ λ µ R

2.2.2 Ecuacións paramétricas  

Dada a ecuación vectorial do plano π: , deducimos( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z v v v u u u, , , , , , , ,= + +1 1 1 1 2 3 1 2 3λ µ

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
x y z x y z v v v u u u

x v u y v u z v u

, , , , , , , ,

, ,

= + + =

= + + + + + +
1 1 1 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 2 2 1 3 3

λ λ λ µ µ µ

λ µ λ µ λ µ

entón a ecuación do plano pode expresarse como:  

x x v u

y y v u

z z v u

= + +
= + +
= + +









∀ ∈
1 1 1

1 2 2

1 3 3

λ µ
λ µ
λ µ

λ µ, , R

Ecuacións paramétricas

Exemplo: As ecuacións paramétricas do plano que pasa polo punto  e ten por vectores directores A( , , )1 2 0

 son: .
� �
v u= − =( , , ), ( , , )2 2 3 4 0 1

x

y

z

= − +
= +
= +









∀ ∈
1 2 4

2 2

3

λ µ
λ

λ µ
λ µ, , R

2.2.3 Ecuación implícita (xeral)  

O vector  é combinación lineal dos( )AP x x y y z z
→

= − − −1 1 1, ,
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vectores  e , entón , isto implica que: 
�
v
�
u det( , , )AP v u

→
=� �

0

x x y y z z

v v v

u u u

− − −
=

1 1 1

1 2 3

1 2 3

0

Calculando o determinante anterior chegamos a unha expresión da forma:

a x b y c z d+ + + = 0

Ecuación implícita

Exemplo: A ecuación implícita do plano que pasa polo punto  e ten por vectores directoresA( , , )1 2 0

 será: 
� �
v u= − =( , , ), ( , , )2 2 3 4 0 1

x y z

x y z x y z

− −
− = + − − ⇒ + − − =

1 2

2 2 3

4 0 1

2 14 8 30 7 4 15 0

2.2.4 Ecuación do plano que pasa por tres puntos  

Dados tres puntos non aliñados ,  e( )A x y z1 1 1, , ( )B x y z2 2 2, ,

, os vectores  e  son linealmente( )C x y z3 3 3, ,
�
v AB=

→ �
u AC=

→

independentes e o plano , que contén aos tres puntos, ten como ecuación: ( )π A v u, ,
� �

 

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

− − −
− − −
− − −

=
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

Plano determinado por tres puntos

Exemplo: A ecuación do plano que pasa polos puntos ,  e  é a seguinte:A( , , )1 2 1− B( , , )2 3 2 C( , , )3 2 0

x y z

x y z

− − +
= + − − =

1 2 1

1 1 3

2 0 1

5 2 13 0

2.2.5 Ecuación segmentaria do plano 

Sexan  os puntos de intersección dun plano, π, cos eixos deA a B b C c( , , ), ( , , ), ( , , )0 0 0 0 0 0

coordenadas. O plano podemos consideralo determinado polo punto A e os vectores AB a b
→

= −( , , )0

e , entón a súa ecuación: , dividindoAC a c
→

= −( , , )0

x a y z

a b

a c

bcx abc acy abz

−
−
−

= − + + =0

0

0

por abc dedúcese que: 

x

a

y

b

z

c
+ + = 1

Ecuación segmentaria
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3 POSICIÓNS RELATIVAS DE RECTAS E PLANOS 
 

3.1 Posicións relativas de dous planos 

 

Consideremos dous planos dados polas ecuacións: 
π

π
:

': ' ' ' '

ax by cz d

a x b y c z d

+ + + =
+ + + =





0

0

e sexan as matrices: .A
a b c

a b c
A

a b c d

a b c d
=








 =











' ' '
,

' ' ' '
*

 rango(A) = 2 = rango(A*)  S. C. I., a intersección dos dous planos é unha recta.⇒

r
ax by cz d

a x b y c z d
:

' ' ' '

+ + + =
+ + + =





0

0

Exemplo: Dados os planos , temos queπ π: , :2 4 5 4 7x y z x y z+ − = ′ − + =

  os planos definen unha recta.rango rango A
2 4 1

4 1 1
2

−
−









 = = ( *) ⇒

 rango(A) = 1 = rango(A*)   S. C. I., os planos son coincidentes.⇒

Exemplo: Dados os planos , temos queπ π: , :2 4 5 4 8 2 10x y z x y z+ − = ′ + − =

 os planos coinciden.rango rango
2 4 1

4 8 2
1

2 4 1 5

4 8 2 10

−
−









 = =

−
−









( ) ⇒

 rango(A) = 1  rango(A*) = 2  S. I., os planos son paralelos.≠ ⇒

Exemplo: Dados os planos , temos queπ π: , :2 4 5 4 8 2 1x y z x y z+ − = ′ + − =

  os planos son paralelos.rango rango
2 4 1

4 8 2
1

2 4 1 5

4 8 2 1

−
−









 = =

−
−









( ) ⇒

 Dado un plano de ecuación , o conxunto de todosπ : a x b y c z d+ + + = 0
os planos paralelos a  teñen unha ecuación da forma  , onde k é un númeroπ a x b y c z k+ + + = 0
real calquera. En particular a ecuación do plano paralelo a  que pasa pola orixe de coordenadas éπ

.a x b y c z+ + = 0

Exemplo: Dado o plano , os planos paralelos teñen son , se queremosπ: 2 3 7 0x y z− + + = 2 3 0x y z k− + + =
calcular o plano paralelo que pasa por un punto concreto, por exemplo , substituímos as coordenadas do puntoA( , , )2 1 5−
na ecuación dos planos paralelos para calcular k: 

( )2 2 3 1 1 5 0 4× − × + × − + = ⇒ =k k

entón a ecuación do plano paralelo a  que pasa polo punto A é: .π 2 3 4 0x y z− + + =
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3.2 Posicións relativas de tres planos 

Dados tres planos de ecuacións:

  

π
π

π

:

': ' ' ' '

' ': ' ' ' ' ' ' ' '

ax by cz d

a x b y c z d

a x b y c z d

+ + + =
+ + + =
+ + + =









0

0

0

consideremos as matrices:

 A

a b c

a b c

a b c

A

a b c d

a b c d

a b c d

=
















=
















' ' '

' ' ' ' ' '

, ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' '

*

   rango(A) = 3 = rango(A*)  S. C. D.⇒

( a intersección dos tres planos é un punto)

   rango(A) = 2 = rango(A*)  S. C. I.⇒

(a intersección dos tres planos é unha recta)

  rango(A) = 1 = rango(A*)   S. C. I.⇒

(os planos son coincidentes)

  rango(A) = 2   rango(A*) = 3   S. I.≠ ⇒

(os tres planos non coinciden en ningún punto)

  rango(A) = 1  rango(A*) = 2  S. I. (os≠ ⇒

tres planos son paralelos)
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3.3 Posicións relativas dunha recta e un plano 
  

Consideremos a recta, r, e o plano, π, dados polas ecuacións: 
r

ax by cz d

a x b y c z d

a x b y c z d

:
' ' ' '

: ' ' ' ' ' ' ' '

+ + + =
+ + + =





+ + + =









0

0

0π

e sexan as matrices: A

a b c

a b c

a b c

A

a b c d

a b c d

a b c d

=
















=
















' ' '

' ' ' ' ' '

, ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' '

*

  rango(A) = 3 = rango(A*)   ⇒
 S. C. D., a intersección da recta e⇒

do plano é un punto. 

 rango(A) = 2 = rango(A*)   ⇒
 S. C. I., a recta está contida⇒

no plano.

 rango(A) = 2 rango(A*) = 3  ≠ ⇒
 S. I., a recta e o plano son⇒

paralelos.

 

3.4 Posicións relativas de dúas rectas 

Consideremos as rectas dadas polas ecuacións:    

r
ax by cz d

a x b y c z d

r
a x b y c z d

a x b y c z d

:
' ' ' '

':
' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

+ + + =
+ + + =





+ + + =
+ + + =

















0

0

0

0

e sexan as matrices:  A

a b c

a b c

a b c

a b c

A

a b c d

a b c d

a b c d

a b c d

=



















=



















' ' '

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' '

,
' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

*

 rango(A) = 3 = rango(A*)  S. C. D.,  a⇒

intersección das  dúas  rectas é un punto.

 rango(A) = 2 = rango(A*)   S. C. I., as rectas son⇒

coincidentes.

 rango(A) = 3  rango(A*)  =  4  S. I., as  rectas≠ ⇒

crúzanse (sen cortarse).

 rango(A) = 2   rango(A*) = 3    S. I., as rectas≠ ⇒

son paralelas.
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�

v
�

u

� �

v u+
A

B

C

�

v

�

u

′
�

u"

′
� � �

u u v:  proxecc.  de sobre   

′ =

⋅ = ′

� �

� � � �

u u

v u v u

cosα

4 PRODUTO ESCALAR  

 
4.1 Definición de produto escalar

 
4.1.1 Módulo dun vector. Propiedades. Vector unitario

Def.- Chamamos distancia entre dous puntos do espazo afín  e , ao( )A x y z1 1 1, , ( )B x y z2 2 2, ,

número real:

( ) ( ) ( )d A B x x y y z z( , ) = − + − + −2 1

2

2 1

2

2 1

2

 Sexa un vector  de orixe  e extremo , entón o módulo( )�

v v v v= 1 2 3, , ( )A x y z1 1 1, , ( )B x y z2 2 2, ,

de , que coincide coa distancia entre A e B, d(A, B),  será:,v v
� �

( ) ( ) ( )�

v d A B x x y y z z v v v= = − + − + − = + +( , ) 2 1

2

2 1

2

2 1

2

1

2

2

2

3

3

Propiedades do módulo:

i) 
� � �

v v o= ⇔ =0

ii) 
� � �

v v o> ⇔ ≠0

iii) λ λ� �

v v=

iv) 
� � � �

v u v u+ ≤ +

 (Desigualdade triangular)

 Un vector que ten de módulo 1 chámase unitario. 

 

4.1.2 Definición de produto escalar 

Def.- Chamamos produto escalar de dous vectores non nulos,  , aov e u
� �

produto dos seus módulos por o coseno do ángulo que forman, .α
Defínese o produto do vector nulo por un vector calquera como cero.

cos

0,  se v ou u son nulos

v u v u

v u

α⋅ =
⋅ =

� � � �

� � � �

Da definición de produto escalar dedúcese que: o produto escalar de dous

vectores é un nº real.

4.1.3 Propiedades do produto escalar  

i)  
� � � �

v v v o⋅ = ⇔ =0

ii)  
� �

v v⋅ ≥ 0

iii)  
� � � �

v u u v⋅ = ⋅

iv) ( ) ( ) ( )λ λ λ� � � � � �

v u v u v u⋅ = ⋅ = ⋅

v) ( ) ( )� � � � � � � � � �

v u w v u v w u w v⋅ + = ⋅ + ⋅ = + ⋅

vi) ( )� � � �

v u v u⋅ ≤2 2 2

(Desigualdade de Cauchy-Schwartz)
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"
A

B

C

c a

b

4.2 Expresión analítica do produto escalar 

 

Sexan ,  e  tres puntos non( )A x y z1 1 1, , ( )B x y z2 2 2, , ( )C x y z3 3 3, ,

aliñados e sexan  os vectores definidos por AB, AC e BC,v u e w
� � �

respectivamente.

Temos que:  
� � �

v c u b w a= = =, ,

, , ( ) ( )�

v v v v x x y y z z= = − − −1 2 3 2 1 2 1 2 1, , , , ( ) ( )�

u u u u x x y y z z= = − − −1 2 3 3 1 3 1 3 1, , , ,

( ) ( )�

w w w w x x y y z z= = − − −1 2 3 3 2 3 2 3 2, , , ,

( )� � � � � � �

v w u w u v w u v u v u v+ = ⇐⇒ = − ⇐⇒ = − − −1 1 2 2 3 3, ,

Polo teorema do coseno sabemos que:

a c b bc A w v u v u2 2 2 2 2 2
2 2= + − ⇐⇒ = + − ⇐⇒cos cos

� � � � � α

⇐⇒ = −
− −

=cosα
� � �

� �

w v u

v u

2 2 2

2

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2
22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

2

u v u v u v v v v u u u

v u

− + − + − − + + − + +
= − =

� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

2

u v u v u v v v v u u u

v u

− + − + − − + + − + +
= − =

� �

=
+ +

=
+ +2 2 2

2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3v u v u v u

v u

v u v u v u

v u
� � � �

Por definición de produto escalar , e substituíndo   temos:
� � � �

v u v u⋅ = cosα cosα

,  fórmula que nos permite expresar o
� � � � � �

� �
v u v u v u

v u v u v u

v u
v u v u v u⋅ = =

+ +
= + +cosα 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

produto escalar dos vectores  en función das súas coordenadas:v e u
� �

� �

v u v u v u v u⋅ = + +1 1 2 2 3 3

Expresión analítica

do produto escalar

Exemplos:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1, 2, 4 , 3, 2, 5 , . 1, 2, 4 . 3, 2, 5 3 4 20 21

1, 1, 1 , 2, 2, 2 , . 1,1, 1 . 2, 2, 2 2 2 2 6

4, 5, 0 , 0, 0, 3 , . 4, 5, 0 . 0, 0, 3 0 0 0 0

v u v u

v u v u

v u v u

= − = − = − − = − − = −

= = = = + + =

= = = = + + =

� � � �

� � � �

� � � �
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v
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v
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90º

�
i

�
j

�
k

Z

X

Y
"

$

(

v1

v3

v2j

4.3 Ángulo que forman dous vectores. Ortogonalidade
 

 Se α é o ángulo que forman dous vectores , polo visto anteriormentev e u
� �

sabemos que ,  de onde se deducecosα =
⋅

=
+ +

+ + + +

� �

� �
v u

v u

v u v u v u

v v v u u u

1 1 2 2 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

que o ángulo formado por   é:          v e u
� � α =

+ +
+ + + +

arccos
v u v u v u

v v v u u u

1 1 2 2 3 3

1

2

2

2

3

2

1

2

2

2

3

2

Exemplo 1: O ángulo formados polos vectores  e  é:
�
v = ( , , )1 1 1

�
u = −( , , )1 2 3

α =
− +

= ′ ′′arccos º .
1 2 3

3 14
72 1 28 978

Exemplo 2: O ángulo formados polos vectores  e  é: 
�
v = ( , , )1 1 1

�
u = ( , , )2 2 2 arccos º1 0=

Exemplo 3: O ángulo formados polos vectores  e  é: 
�
v = ( , , )1 1 1

�
u = − − −( , , )1 1 1 α = − =arccos º1 180

 Dous vectores non nulos, , dise que sonv e u
� �

ortogonais se o produto escalar é igual a cero.

1 1 2 2 3 3 0

cos 0

90º

v e u ortogonais

v u

v u v u v u

α

α

⋅

+ + =

=

=

� �

⇕
� �

⇕

⇕

⇕

Exemplo: Os vectores  e  son  ortogonais, posto que .
�
v = ( , , )1 2 3

�
u = −( , , )1 4 3

� �
v u⋅ = + − =1 8 9 0

 Chamamos ángulos directores  dun vector  aos ángulos que forma cos( ), ,α β γ ( )�
v v v v= 1 2 3, ,

vectores ,   e  respectivamente. O cosenos destes
�
i
�
j

�
k

ángulos (cosenos directores) veñen dados por:

( )

( )

( )

cos cos ,

cos cos ,

cos cos ,

α

β

γ

= =
+ +

= =
+ +

= =
+ +

� �

� �

� �

v i
v

v v v

v j
v

v v v

v k
v

v v v

1

1

2

2

2

3

2

2

1

2

2

2

3

2

3

1

2

2

2

3

2
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v u∧

� �

u v∧

"
90º

90º

�

v

�

u

"

v

u
h

A

B

C

D

�

v

�

u

� �

v u∧

�

v

�

u

"

v

u
h

A

B

C

5 PRODUTO VECTORIAL E MIXTO 

 
5.1 Produto vectorial 

5.1.1 Definición de produto vectorial 

 
 Defínese o produto vectorial de dous vectores  vP e uP non

nulos e linealmente independentes como o vector, ,
� �

v u∧
que ten:

módulo: |vP| |uP| sen α (α=menor ángulo agudo que

forman ).   v e u
� � � � � �

v u v u∧ = senα
dirección: perpendicular aos vectores v e u

� �

sentido: o de avance dun “sacacorchos” que xira en

sentido positivo de .v a u
� �

 Se  vP ou uP son nulos ou se son linearmente dependentes

defínese .
� �

�

v u∧ = 0
 O produto vectorial de dous vectores é un vector.

5.1.2 Interpretación xeométrica do produto vectorial. Cálculo da área de

paralelogramos e triángulos 

   

 O vector  é perpendicular ao plano xerado por  e .
� �

v u∧ �

v
�

u

 Sexan tres puntos non aliñados A, B e C e consideremos os

vectores:

 vector  de extremos ABv
�

 vector de extremos ACu
�

Temos que:

,sen sen senα α α= ⇒ = ⇒ ∧ = =
h

u
h u v u v u v h

�

� � � � � �

de onde deducimos: 

A superficie do paralelogramo definido polos vectores v e u
� �

(ABDC) igual ao módulo do vector produto vectorial de : v e u
� �

S v uABCD = ∧� �

A superficie do triángulo definido polos vectores  (ABC) é igualv e u
� �

á metade do módulo do vector produto vectorial de  : v e u
� �

S
v u

ABC =
∧� �

2
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5.2 Propiedades do produto vectorial 

 

5.2.1 Expresión analítica do produto vectorial 

 

“ Sexa  a base canónica de V3 . { } { }B e e e i j k= =� � �

� �
�

1 2 3, , , ,

O vector produto vectorial de dous vectores  ten a seguinte( ) ( )� �

v v v v u u u u= =1 2 3 1 2 3, , , ,  e  

expresión analítica:

� � � � �
� �

�

v u
v v

u u
e

v v

u u
e

v v

u u
e

v v

u u
i

v v

u u
j

v v

u u
k∧ = − + = − +2 3

2 3

1

1 3

1 3

2

1 2

1 2

3

2 3

2 3

1 3

1 3

1 2

1 2

Este vector pode expresarse de forma simbólica (  son vectores) mediante o determinante:1 2 3, ,e e e
� � �

� �

� � �

� �
�

v u

e e e

v v v

u u u

i j k

v v v

u u u

∧ = =
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Exemplo: Para os vectores   o produto vectorial será o vector: ( ) ( )� �

v u= =1 2 3 1 1 1, , , , ,

( )� �

� �
�

� �
�

v u

i j k

i j k∧ = = − + − ≡ − −1 2 3

1 1 1

2 1 2 1, ,

5.2.2 Propiedades 

i.
� � � �

v u u v∧ = − ∧

ii. ( ) ( ) ( )λ λ λ� � � � � �

v u v u v u∧ = ∧ = ∧

iii. ( )� � � � � � �

v u w v u v w∧ + = ∧ + ∧

iv. O vector  é un vector ortogonal aos vectores  e , é dicir,
� �

v u∧ �

v
�

u

 ( ) ( )� � � � � �

v v u u v u⋅ ∧ = ⋅ ∧ = 0

v.  e  son linealmente dependentes  }~|   (Por definición)
�

v
�

u
� � �

v u o∧ =

vi.  (consecuencia  da propiedade anterior)
� � �

v v o∧ =

vii.  e  son linealmente independentes  ~|  constitúen unha base de V3
�

v
�

u { }� � � �

v u v u, , ∧

viii. ( )� � � � � �

v u v u v u∧ = − ⋅2 2 2 2
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5.3 Produto mixto  

5.3.1 Definición de produto mixto de tres vectores 

 Sexan os vectores ,  e ( )1 2 3, ,v v v v=� ( )�

u u u u= 1 2 3, , ( )�

w w w w= 1 2 3, ,

Defínese o produto mixto dos vectores    como o número real,  que se,v u e w
� � � [ ]� � �

v u w, ,

obtén de realizar o produto escalar de  por  .v
�

u w∧� �

[ ] ( )� � � � � �

v u w v u w, , = ⋅ ∧

 O produto mixto de tres vectores é un número real.

 A expresión analítica será:  [ ] ( ) ( )� � � � � �

� �
�

v u w v u w v v v

i j k

u u u

w w w

, , , ,= ⋅ ∧ = ⋅ =1 2 3 1 2 3

1 2 3

= − + ⇒v
u u

w w
v
u u

w w
v
u u

w w
1

2 3

2 3
2

1 3

1 3
3

1 2

1 2

[ ]� � �

v u w

v v v

u u u

w w w

, , =
1 2 3

1 2 3

1 2 3

Exemplo: Dados os vectores , o produto mixto é:( ) ( ) ( )� � �

v u w= = − = −1 1 2 2 4 0 5 1 2, , , , , , , ,

[ ]� � �

v u w, , = −
−

= −
1 1 2

2 4 0

5 1 2

24

5.3.2  Propiedades  

i.  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]� � � � � � � � � � � � � � � � � �

v u w w v u u w v v w u w u v u v w, , , , , , , , , , , ,= = = − = − = −

ii.  son linealmente dependentes 
� � �

v u w, , [ ], , 0v u w⇔ =� � �

iii. [ ] [ ] [ ] [ ]λ λ λ λ� � � � � � � � � � � �

v u w v u w v u w v u w, , , , , , , ,= = =

iv. [ ] [ ] [ ]� � � � � � � � � �

v s u w v u w s u w+ = +, , , , , ,

(As propiedades anteriores dedúcense das propiedades dos determinantes)
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�

v

S u w= ∧� �

� �

u w∧

�

w

�

u

h v= � cosα

S u w

h v cos
"

"

5.4 Interpretación xeométrica do produto mixto 

5.4.1 Volume de paralelepípedos 

 Se  son tres vectores calquera de V3,
� � �

v u w,   e

linealmente independentes, determinan un paralelepípedo

que ten eses vectores por arestas.

O volume dun paralelepípedo de arestas dadas polos

vectores  é igual ó valor absoluto do produto
� � �

v u w,   e

mixto dos tres vectores: [ ]V v u wvuw
�� �

� � �= , ,

Exemplo: Os vectores , determinan un paralelepípedo de volume:( ) ( ) ( )� � �

v u w= = − = −1 1 2 2 4 0 5 1 2, , , , , , , ,

[ ]V v u w uvuw
�� �

� � �

= = −
−

= − =, ,

1 1 2

2 4 0

5 1 2

24 24 3

5.4.2 Volume de tetraedros 

 

 Sabemos que o volume do tetraedro determinado por tres

vectores  é   do volume do paralelepípedo.
� � �

v u w,   e
1

6

Entón, o volume dun tetraedro de vértices A, B, C e D é

igual a un sexto do valor absoluto do produto mixto dos

vectores:  de extremos AB,  de extremos AC e   dev
�

u
�

w
�

extremos AD:

[ ]V v u wABCD =
1

6

� � �

, ,

Exemplo: Os vectores , determinan un tetraedro de volume: ( ) ( ) ( )� � �

v u w= = − = −1 1 2 2 4 0 5 1 2, , , , , , , ,

[ ]V v u w uvuw
�� �

� � �

= = −
−

= − =1

6

1

6

1 1 2

2 4 0

5 1 2

1

6
24 4 3, ,

Exemplo: O volume do tetraedro de vértices  é:( ) ( ) ( ) ( )A B C D0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1, , , , , , , , , , ,

V uABCD = =1

6

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

6

3
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P Q

n a b c( , , )

: ax by cz d 0

90º

6 ÁNGULOS ENTRE RECTAS E PLANOS 
 

6.1 Ecuación normal dun plano 

 
 Dado o plano π de ecuación: , imosa x b y c z d+ + + = 0

comprobar que o vector  é perpendicular ao plano π:( )�
n a b c= , ,

Consideremos un vector determinado por dous puntos

calquera do plano  e   , e sexa( )P x y z1 1 1, , ( )Q x y z2 2 2, ,

 o vector definido por PQ,( )�
v x x y y z z= − − −2 1 2 1 2 1, ,

como P e Q pertencen ao plano deben verificar a ecuación deste: 

( )
( ) ( ) ( )

a x b y c z d a x b y c z d

a x b y c z d a x b y c z d

a x x b y y c z z n v

n v

1 1 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1

2 1 2 1 2 1

0 0

0

0

+ + + = + + + = ⇒

⇒ + + + − + + + = ⇒

⇒ − + − + − = ⋅ = ⇒

⇒

,

� �

� �
os vectores  e  son ortogonais

O vector  chámase vector asociado (característico ou normal) ao plano π.( )�
n a b c= , ,

 Os cosenos directores do vector   (cosenos dos ángulos que forma  cos eixos de coordenadas)
�
n

�
n

son: cos , cos , cosα β γ=
+ +

=
+ +

=
+ +

a

a b c

b

a b c

c

a b c2 2 2 2 2 2 2 2 2

O vector  é un vector unitario perpendicular ao plano  (ten( )cos , cos , cosα β γ =
�

�
n

n
π

a mesma dirección que ).
�
n

Dividindo a ecuación plano, , por  temos:a x b y c z d+ + + = 0
�
n a b c= + +2 2 2

a

a b c
x

b

a b c
y

c

a b c
z

d

a b c

x y z d

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0

0

+ +
+

+ +
+

+ +
+

+ +
=

+ + + ′ =
⇕

cos cos cosα β γ
Ecuación normal do plano

Exemplo: O plano  ten por ecuación normal:π: 3 4 5 1 0x y z+ − + =

π:
3

50

4

50

5

50

1

50
0x y z+ +

−
+ =
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1.1 Ángulo formado por dúas rectas 
   

 Sexan r e s dúas rectas que se cortan, e que teñen como vectores

directores  e  respectivamente, defínese( )�
v v v v= 1 2 3, , ( )�

u u u u= 1 2 3, ,

o ángulo formado polas dúas rectas como o menor dos ángulos que

forman no plano que determinan.

Ángulo formado por r e s = α = Ángulo formado por  e  
�
v
�
u

(ou o suplementario se é  )
2

π>

( )cos( , ) cos cos ,r s v u= =α � �

Por definición de produto escalar: ( )� � � � � �
v u v u v u⋅ = ⇒cos ,

, ( )⇒ = =
⋅

=
+ +

+ + + + +
cos cos ,α � �

� �

� �v u
v u

v u

v u v u v u

v v v u u u

1 1 2 2 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

de onde deducimos:

 
α =

⋅
=

+ +

+ + + +
arccos arccos

� �

� �
v u

v u

v u v u v u

v v v u u u

1 1 2 2 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

Ángulo de dúas rectas que se cortan

Exemplo: Dadas as rectas :r
x y z

s x y
z

: ; :
+

=
−

=
+

− = + =
+

−2 2 2
2 4

1

1

23+1

( ) ( )
α =

− ⋅ −

+ + + +
= = ′ ′′arccos

, , , ,
arccos º .

2 2 2 1 1 1

4 4 4 1 1 1

2

6
70 31 436

 Se r e s son dúas rectas son perpendiculares :

   α α= ⇔ = ⇔90 0º cos

� � � �

⇕
� �

v u v u

v u

⋅ = =
⇔

cosα 0

e  son ortogonais

⇔ + + =v u v u v u1 1 2 2 3 3 0

Exemplo: As rectas  sonr
x y

z s
x y z

: ; :=
+

= +
−

=
−

−
=

2

2

3
1

2

3

1 7

perpendiculares, dado que:

8-2+

( ) ( )� �
v u⋅ = ⋅ − − = − − + =2 3 1 2 1 7 4 3 7 0, , , ,
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6.3 Ángulo formado por dous planos 
 

 Sexan  π : ax by cz d+ + + = 0

e  dous planos que se cortan e que′ ′ + ′ + ′ + ′ =π : a x b y c z d 0

teñen como vectores normais asociados  e( )�

n a b c= , ,

 respectivamente, defínese o ángulo formado( )�

m a b c= ′ ′ ′, ,

polos dous planos como o menor dos ángulos que determinan.

Ángulo formado por  Ángulo formado por  e  (ou o suplementario se é eπ π α′ = = �

n
�

m
2

π>

( ) ( )cos , cos cos ,π π α′ = = � �

n m

Por definición de produto escalar:  ( )� � � � � �

n m n m n m⋅ = ⇒cos ,

, de onde deducimos:( )⇒ = =
⋅

=
′ + ′ + ′

+ + + ′ + ′ + ′
cos cos ,α � �

� �

� �
n m

n m

n m

aa bb cc

a b c a b c2 2 2 2 2 2

α =
⋅

=
′ + ′ + ′

+ + ′ + ′ + ′
arccos arccos

� �

� �

n m

n m

aa bb cc

a b c a b c2 2 2 2 2 2

Ángulo de dous planos que se cortan 

Exemplo: Os planos  forman un ángulo igual a:π π: ; :x y z x y z− + + = ′ + − + =2 5 0 2 4 2 1 0

( ) ( )
α =

− ⋅ −

+ + + +
= = ′ ′′arccos

, , , ,
arccos º .

1 2 1 2 4 2

1 4 1 4 16 4

8

12
48 11 2287

 Dados dous planos  perpendiculares:eπ π ′

 son ortogonais   90º n e mα = ⇔ � �

0n m⇔ ⋅ = ⇔� �

⇔ aa bb cc′ + ′ + ′ = 0

Exemplo: Para os planos ,π π: ; :4 2 5 0 2 3 2 7 0x y z x y z− + + = ′ + − + =

temos que: , entón  son perpendiculares.( ) ( )� �

n n⋅ ′ = − ⋅ − = − − =4 2 1 2 3 2 8 6 2 0, , , , eπ π ′
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6.4 Ángulo formado por unha recta e un plano 
 

 Sexan r unha  recta que ten por vector director

 e   un plano que( )�

v v v v= 1 2 3, , π : ax by cz d+ + + = 0

ten por vector normal , defínese o ángulo( )�

n a b c= , ,

formado pola recta r e o plano  como o ángulo que formanπ
a recta r coa súa proxección sobre o plano .π

Ángulo formado por r e  Complementario do ángulo formado por  e  (ou oπ α= = �

v
�

n

suplementario se é ).
2

π>

( ) ( ) ( )sen senr v n, cos º cos ,π α α= = − =90
� �

Por definición de produto escalar:  ( )� � � � � �

v n v n v n⋅ = ⇒cos ,

, de onde deducimos:( ) ( )senα α= − = =
⋅

=
+ +

+ + + +
cos º cos ,90 1 2 3

1
2

1
2

1
2 2 2 2

� �

� �

� �
v n

v n

v n

v a v b v c

v v v a b c

 
α =

⋅
=

+ +

+ + + +
arcsen

v n

v
arcsen

� �

� �

n

v a v b v c

v v v a b c

1 2 3

1
2

2
2

3
2 2 2 2

Ángulo entre unha recta e un plano 

 Se a recta r e o plano π son perpendiculares:

  e  teñen a mesma dirección90º vα = ⇔ � �

n

  son linealmente dependentes.v e n⇔ � �

 Se a recta r e está contida (ou é paralela) ao

plano :π

 0º   e  son ortogonaisα = ⇔ �

v
�

n ⇔

  ⇔ � �

v n⋅ = 0
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7 DISTANCIAS ENTRE PUNTOS, RECTAS E PLANOS 

 
7.1 Distancia dun punto a un plano 

 

 Dado un punto  e un plano( )P x y z0 0 0, ,

, a distancia entre ambosπ : ax by cz d+ + + = 0
ven dada pola fórmula:

d P
x a y b z c d

a b c
( , )π =

+ + +
+ +

0 0 0

2 2 2

Distancia dun punto a un plano

 A distancia entre dous planos  paralelos  pode

calcularse coa fórmula anterior tomando como unπ
dos planos e como P un punto calquera do outro

plano.

 A distancia entre unha recta e un plano paralelos

pode calcularse coa fórmula anterior tomando como P

un punto calquera da recta.

AP AQ QP

AP n AQ n QP n QP n

AP n QP n QP n QP n QP n

d P PQ

AP n

n

→ → →

→ → → →

→ → → → →

→

→

= +

⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ =








 =

= =
⋅

� � � �

� � � � �

�

�

cos ,

( , )π

7.2 Distancia dun punto a unha recta 

 

 Dado un punto  e unha recta  r que ten por vector( )P x y z1 1 1, ,

director   e pasa polo punto  e sexa( )�

v v v v= 1 2 3, , ( )A x y z0 0 0, ,

 o vector definido por AP, a distancia( )�

u x x y y z z= − − −1 0 1 0 1 0, ,

entre P e r ven dada pola fórmula:

( )d P r
v u

v v v v

i j k

v v v

x x y y z z

, =
∧

=
+ + − − −

� �

�

� �
�

1

1

2

2

2

3

2 1 2 3

1 0 1 0 1 0

Distancia dun punto a unha recta

AP AQ QP

u v AQ v QP v QP v

u v QP v

QP v sen QP v QP v

d P r PQ
u v

v

→ → →

→ → →

→

→ → →

→

= +

∧ = ∧ + ∧ = ∧

∧ = ∧ =

= 

 


 =

= =
∧

� � � � �

� � �

� � �

� �

�

,

( , )
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 A distancia entre dúas rectas paralelas  pode calcularse coa

fórmula anterior tomando como r  unha  das rectas e como P un punto

calquera da outra.

7.3 Distancia mínima entre dúas rectas que se cruzan 

  

 Sexan  r e s dúas rectas que teñen como  vectores directores

 e , e que  pasan polos puntos( )�

v v v v= 1 2 3, , ( )�

u u u u= 1 2 3, ,

 e  respectivamente, e sexa( )A x y z1 1 1, , ( )B x y z2 2 2, ,

 o vector definido por AB, a( )�

w x x y y z z= − − −2 1 2 1 2 1, ,

distancia mínima entre  r e s ven dada pola fórmula:

( ) [ ]
d r s

v u w

v u

v v v

u u u

x x y y z z

i j k

v v v

u u u

,
, ,

=
∧

=
− − −� � �

� � � �
�

1 2 3

1 2 3

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

Distancia mínima entre dúas rectas que se cruzan

Exemplo: Distancia entre as rectas  r
x y z

s
x y z

: , :
+

−
= =

− −
=

+
−

=
−
−

1

3 2

2

2

2

2

5

1

2

2

, ( ) ( )� �

v u= − = − −3 2 2 2 1 2, , , , , ( ) ( ) ( )�

w = − − − = −2 5 2 1 0 2 3 5 0, , , , , ,

( )d r s
i j k

( , )
, ,

=

−
− −

−
− −

= −
− − −

=

3 2 2

2 1 2

3 5 0

3 2 2

2 1 2

16

2 2 1

16

3
� �

�


